Ubungen zur Mathematik

Ubungsblatt
Eigenschaften von Funktionen, Zins- und Rentenrechnung

1. Welche Gleichung hat die Parabel, deren Scheitel im Ursprung liegt, deren Achse
eine Koordinatenachse ist und durch den Punkt P(5;4) geht?

2. Bilden Sie die Umkehrfunktionen y = (f~!(z). Bestimmen Sie jeweils (falls nicht
schon angegeben) den Definitionsbereich D in dem die Funktionen umkehrbar sind
und den Wertebereich W von y = f(z):

(a) y=vI-2a?

(b) y= V-2

(c) y =22, zeichnen Sie f und f! fiir a = 1
(d) y = 042

(e) y=2

(f) y=2%

(8) y= /252,

(h) y =logy(z — 1),

i) y=In(2zx+1) -1,

() y=2¢7",

(k) y=In+z,

(1) y =Inx +lgz (Hinweis lg z heifst log,, x).

3. Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen unter Auflésung der Betragszeichen und
stiickweiser Anwendung der Geradengleichung. Geben Sie den Wertebereich an:

(a) y=|z| +1,

! Aus urheberrechtlichen Griinden diirfen diese Aufgaben nur in Zusammenhang mit der gehaltenen
Mathematikvorlesung innerhalb der Fakultit verwendet werden.



(c) y=lz—=2[+ |z +5]

(d) y = |1+]|z—2||+ 1. Geben Sie zu dieser Funktion eine vereinfachte Darstellung
an.

4. Berechnen Sie Schnittpunkte der beiden Funktionen f(z) und g(x):

(a) f(z) =3z —4 und g(z) = 2z + 3,

(b) f(z) =2z — 1 und g(z) = 2* + 6z — 6,

(¢) f(x)=2? —4z + 1 und g(z) = —2* + 2z + 1,
(d) f(x)=2/2+2und g(x) = |z + 1],

() f(z) =e @Y und g(z) = 3%,

(f) f(x) = 8xlogy(x) und g(z) = 3log,(x).

5. Welche Beziehung besteht zwischen den Graphen der Funktionen f(z) = 3%, g(x) =
(1/3)* und h(xz) =37%7

6. Berechnen Sie die Nullstellen der Polynome. Wieviel Maxima und Minima haben
sie?

(a) f(z)=2°— 223 — 8,
(b) f(z) = 2* — 72* + 62.

7. Fiihren Sie fiir folgende Funktionen eine numerische Nullstellenberechnung mit Hilfe
der Intervallhalbierungsmethode durch. Fiihren Sie das Verfahren so oft durch, bis
die Intervallbreite b—a kleiner als 1072 ist. Geben Sie als Niherung fiir die Nullstelle
dann die Intervallmitte und den dazugehérigen Funktionswert an:

(a) f(z) =23 — 2, Startintervall: a = 0, b = 2;
(b) f(z) = 2*+ 2z — 1, Startintervall: a = 0, b = 1;
() f(z)=e* — %, Startintervall: a = 0, b = 1;

8. 4000 Euro stehen bei 4 % p.a. 6 Jahre lang auf Zins. Berechnen Sie diesen bei
halbjéhriger, vierteljahriger und monatlicher Abrechnung fiir einfachen Zins und
Zinseszins (mit relativem unterjahrigen Zins).

9. Innerhalb welches Zeitraumes verdreifacht sich ein Kapital bei bei einfacher Zins-
rechnung und Zinseszinsrechnung mit dquivalentem unterjdhrigen Zinssatz bei einem
Jahreszins von 7,5% ?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Zu welchem Jahreszins miiffte man ein Kapital bei Zinseszinsrechnung anlegen, um
nach 9 Jahren iiber denselben Betrag verfiigen zu konnen wie am Ende einer vier-
jahrigen Anlage zu 12% p.a. ?

Gegeben sei ein Anfangskapital von 1000 Euro und ein Jahreszinssatz von 12%.
Welches Endkapital ergibt sich nach 10 Jahren bei

(a) jahrlichem Zinszuschlag (Zinseszins),

(b) monatlichem Zinszuschlag (Zinseszins, relativer unterjihriger Zinssatz),

(c) stetiger Verzinsung?
Die Bevolkerung eines Landes nimmt in jedem Jahr um 1,5% ihres urspriinglichen

Bestandes zu. Um welchen Prozentsatz hat sie in 30 Jahren zugenommen? Nach
wievielen Jahren hat sie sich verdoppelt?

Nach wievielen Jahren hat sich bei einem Zins von 4 % p.a. ein Kapital verdoppelt?
Bei welchem Zins verdoppelt sich ein Kapital in 10 Jahren?

Bei welchem Zins wéchst ein Kapital von 2000 Euro in 8 Jahren auf den gleichen
Betrag an wie 3000 Euro in 6 Jahren bei 5% p.a. ?

Beantworten Sie die Fragen unter der Voraussetzung

(a) jéhrlicher Verzinsung (Zinseszins, dquivalenter unterjahriger Zinssatz),
(b) stetiger Verzinsung.
Gegeben sei ein Kapital von 100€ , welches sich mit 6% p.a. iiber drei Jahre ver-

zinst. Um wieviel unterscheidet sich der Endbetrag bei Anwendung der jahrlichen
Zinsformel mit Zinseszins und der stetigen Zinsformel?

In welchem Zeitraum nimmt eine Bevolkerung real um 10% zu, wenn man von
stetigem Bevolkerungswachstum von 3% pro Jahr ausgeht?

Welchen Wert mufs eine stetige jahrliche Wachstumsrate einer Bevolkerung anneh-
men, damit alle 100 Jahre eine Bevolkerungsverdoppelung stattfindet?

Der Holzbestand eines Waldes, der Ende 1982 mit 150000m? geschiitzt wurde, betrug
Ende 1985 nur noch 130000m?®. Es wird angenommen, dak es sich beim Waldsterben
um einen stetigen Abnahmeprozefs handelt. Ermitteln Sie

(a) die jdhrliche Abnahmerate,

(b) den Zeitpunkt, zu dem nur noch die Hélfte des Waldes bezogen auf 1982 vor-

handen ist.

Ein Konto wird mit 2% p.Q verzinst.



19.

20.

21.

22.

23.

(a) Am 1.1.02 wurde ein Betrag von 1000€ eingezahlt. Welcher Betrag kann an den
folgenden Terminen abgehoben werden: 1.4.02; 1.1.10, 1.7.05, 1.3.07 (relativen
Ansatz fiir monatlichen Zins verwenden).

(b) Welchen Betrag hétte am 1.1.1990 eingezahlt werden miissen, um am 1.9.2002
einen Kontostand von 2500€ zu haben (relativen Ansatz fiir monatlichen Zins
verwenden)?

(c) Wie lange dauert es, bis unser Konto von 500€ durch Verzinsung auf 1000€
angewachsen ist (dquivalenten Ansatz fiir unterjahrlichen Zins verwenden)?

Zur Finanzierung eines Autos werden folgende Betrige auf das mit 4% p.a. verzinste
Konto eingezahlt:

Datum 1.11.02 | 1.2.03 | 1.5.03 | 1.10.03
Einzahlung | 2000€ | 3000€ | 2000€ | 1000€

Wie teuer darf das Auto hochstens sein, wenn es am 1.2.04 gekauft werden soll?
Welchen Betrag hitte am 1.10.02 eingezahlt werden miissen, um die gleiche Summe
zur Verfiigung zu haben? (dquivalenten Ansatz fiir unterjahrlichen Zins verwenden)

Bestimmen Sie unter Anwendung der Zinseszinsrechnung — bei einem Zinssatz
von 9% p.a. — den Zeitwert der Zahlungsreihe 20.000€ (1.1.00), 60.000€ (1.1.02),
80.000€ (1.1.03), 100.000€ (1.1.06), 140.000€ (1.1.11) zum 1.1.11 und zum 1.1.30.

Um Mittel fiir unseres Unternehmen zu erhalten, verkaufen wir einen nichtgenutzten
Teil des Firmengrundstiicks. Hierzu liegen zwei Angebote vor:

(I) 20000€ jetzt, 20000€ in 2 Jahren, 30000€ in 5 Jahren,

(IT) 18000€ jetzt, 15000€ in einem Jahr sowie 40000€ in 6 Jahren.

Welches Angebot sollen wir annehmen, wenn wir mit einem Kalkulationszinssatz
von 8% p.a. und Zinseszins rechnen?

Der Fuftballverein 'Rote Laterne’ hat fiir 500000€ einen Abwehrspieler eingekauft,
um dem drohenden Abstieg zu entgehen. Hierzu wurde am 1.1.2004 ein Kredit bei
der Bank aufgenommen, der bis zum 1.1.2015 auf eine Restschuld von 200000€
abbezahlt werden soll. Wie hoch ist die monatliche Belastung, wenn mit 9% p.a.
verzinst wird und jeweils am 1.12. jeden Jahres weitere 5000 € zur Schuldentilgung
ausgegeben werden (&quivalenten Ansatz fiir unterjihrlichen Zins verwenden)?

Am 1.1.05 betrdgt das Guthaben eines der Konten unseres Einzelhandelskaufhaus
350000€. Hieraus wollen wir die Kosten einer Unternehmungsberatung bestreiten
(monatliche Kosten 25000€, erste Zahlung am 1.6.05, Folgezahlungen jeweils zum
1. eines jeden Monats). Wie lange kénnen wir uns dies leisten, wenn das Konto mit
5% p.a. verzinst wird (dquivalenten Ansatz fiir unterjéhrlichen Zins verwenden)?



24.

25.

26.
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28.

Eine Studentin hat am 1.1.2006 eine Eigentumswohnung gekauft und mufs zur Ab-
zahlung der Grundschuld ab sofort 20 Jahre lang jeweils am Jahresanfang 8000€
mit 4,5% Zinseszins an die Hypobank zahlen. Thr Freund ist in einem Anflug von
GroRenwahn bereit, diese Grundschuld durch eine Einmalzahlung zu tilgen. Uber
welchen Barwert muf ihr Freund verfiigen um die Grundschuld in voller Hohe sofort,
d.h. am 1.1.2006 tilgen zu konnen.

Ein Sparkassenkonto, das mit 5% p.a. verzinst wird, weist einen Betrag von 125.000€
auf. Auf welchen Betrag ist dieses Sparkassenkonto nach 19 Jahren gesunken, wenn
am Anfang eines jeden Jahres 9.000 € abgehoben werden?

Ein Rentner will sich 25 Jahre lang bei 5% p.a. vorschiissig eine Rente auszahlen
lassen, bis sein Guthaben von heute 150.000€ ganz aufgebraucht ist. Wie hoch ist
die Rente im Jahr?

Ein Angestellter, der bereits iiber ein Sparguthaben von 40.000€ verfiigt, das mit 6%
verzinst wird, zahlt jeweils zum Jahresende 6.000€ zusétzlich auf sein Konto. Nach
wievielen Jahren ist sein Sparguthaben auf 100.000€ angewachsen (&quivalenten
Ansatz fiir unterjihrlichen Zins verwenden)?

Ein Rentner will sich bei einem Zinssatz von 4% pro Jahr jeweils zum Monatsanfang
eine Rente von 600€ auszahlen lassen, bis sein Sparguthaben von heute 90.000€
vollstindig aufgezehrt ist. Wie viele Jahre lang kann er sich die Rente auszahlen
lassen? (verwenden Sie den einfach relativen unterjérlichen Zins)



Stand: 19. September 2022 Prof. Dr. rer. nat. K. T. Waldeer
e-mail: th.waldeer@ostfaila.de

Ubungen zur Mathematik *

Losungen zu Ubungsblatt 2

1.y:245x2
2. (a) D=[-1,1], W =[-1,1], f}(z) = VI — 2%
(b) D=IR, W = IR, fY(z) =2 + 2;
(¢) D=1IR\{a}, W =R\ {1}, f~}(x) = “L=5L;
(d) D=[-1,00)\ {0}, W = IR\ [-1,1), f}(x) = (551)* = 1;
() D=IR\ {4}, W = IR\ {2}, f(z) = 2%}
(f) D=R\{7}, W = R\ {2}, f'(z) = =5
(&) D=IR\ (=3, ~3, W =[0,00)\ {}/2}, f 1) = 552%;
(h) D= (1,00), W =R, f}(z) = 1+25
(i) D=(-1/2,00), W = IR, f~'(x) = Le*1 — L;
(G) W=(0,2,D=IR, f}(z) = /In(2);
(k) D =R\ [~1,0, W = R\ {0}, f'(z) = 15
(1) D= (0,00), W =1IR ,f~}(x) = eirinm,
3. (a) [1,00)
(b) [2,00)
(c) [7,00)
(d) [2,00), y = | — 2| +2
4. (a) 7
(b) 1,-5

! Aus urheberrechtlichen Griinden diirfen diese Aufgaben nur in Zusammenhang mit der gehaltenen
Mathematikvorlesung innerhalb der Fakultit verwendet werden.
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. g =h, f geht durch Spiegelung an der y-Achse in g bzw. h iiber.

. -2,0,2 bzw. -3, 0, 1, 2.

1,2602; 0,4536; 0,8325 (Losungsweg mit Excel siehe letzte Seite)

. 960€; 1072,96€; 1078,94€; 1082,97€.

. 26% Jahre , 15,19 Jahre d.h. ungefihr in 15 Jahren, 2 Monaten und 8 Tagen.
5,17%

(a) 3.105,85€,
(b) 3.300,39€,
(c) 3.320,12€.

56,8% (stetige Verzinsung), Verdopplung nach 46,2 Jahren

(a) 17,7 Jahre; 7,18% ; 9,12%,
(b) 17,3 Jahre; 6,93% ; 8,82% .

Differenz: 62 cent.
3 Jahre, 2 Monate und 4 Tage.
Die Wachstumsrate betrigt etwa 0,69%.

a) Die Abnahmerate betragt etwa 4,77% im Jahr,

(
(b) Ungeféhr 14,53 Jahre.

(
(b) 916,56€,

)
)
a) 1020€, 1884,54€, 1319,48€, 1505,83€,
)
(¢) ca. 35 Quartale.

. K = 8293, 36€, K, = 7870, 81€.
. 635189,53€, 3265929 41€.
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Angebot I, Wert 57564,27€.

4568.48€.

n = 14,8, daher 14 Monate.

Grundschuld: 262265,09€, Barwert: 108746,35€.
27275,19€.

Jahresrente 10136,07€.

6,12 Jahre

17,14 Jahre



Intervallhalbierungsmethode

1.) f(x)=x3-2
a

0

1

1

1,25

1,25

1,25

1,25

1,25
1,2578125
1,2578125
1,259765625
1,259765625

2.) f(x)=x3+2x-1
a

0

0

0,25
0,375
0,4375
0,4375
0,453125
0,453125
0,453125
0,453125
0,453125

3.) f(x)=exp(~x?)-1/2

a

0

0,5

0,75

0,75

0,8125
0,8125
0,828125
0,828125
0,83203125
0,83203125
0,83203125

a=0, b=2

b

2

2

15

15

1,375
1,3125
1,28125
1,265625
1,265625
1,26171875
1,26171875
1,260742188

a=0, b=1

b

1

0,5

0,5

0,5

0,5

0,46875
0,46875
0,4609375
0,45703125
0,455078125
0,454101563

a=0, b=1

b

1

1

1

0,875

0,875
0,84375
0,84375
0,8359375
0,8359375
0,833984375
0,833007813

Tabellel

Exakt: 1,2599210499

f(a)

-2

-1

-1

-0,046875
-0,046875
-0,046875
-0,046875
-0,046875
-0,01002455
-0,01002455
-0,00074007
-0,00074007

f(a)
-1

-1
-0,484375
-0,19726563
-0,04125977
-0,04125977
-0,00071335
-0,00071335
-0,00071335
-0,00071335
-0,00071335

f(a)
0,5
0,278800783
0,069782825
0,069782825
0,016770583
0,016770583
0,003691644
0,003691644
0,00043578
0,00043578
0,00043578

f(b)
6

6

1,375

1,375
0,599609375
0,260986328
0,103302002
0,02728653
0,02728653
0,008573234
0,008573234
0,003912973

(b)
2

0,125

0,125

0,125

0,125
0,040496826
0,040496826
0,019807339
0,009526074
0,004401155
0,001842604

f(b)
-0,13212056
-0,13212056
-0,13212056
-0,03495681
-0,03495681
-0,00929594
-0,00929594
-0,00281421
-0,00281421
-0,00118996
-0,00037728

Seite 1

(a+b)/2
1

15

1,25

1,375

1,3125
1,28125
1,265625
1,2578125
1,26171875
1,259765625
1,260742188
1,260253906

(a+b)/2
0,5

0,25

0,375

0,4375
0,46875
0,453125
0,4609375
0,45703125
0,455078125
0,454101563
0,453613281

(a+b)/2
0,5

0,75

0,875
0,8125
0,84375
0,828125
0,8359375
0,83203125
0,833984375
0,833007813
0,832519531

f((a+b)/2)
-1

1,375
-0,046875
0,599609375
0,260986328
0,103302002
0,02728653
-0,01002455
0,008573234
-0,00074007
0,003912973
0,001585548

f((a+b)/2)
0,125
-0,484375
-0,19726563
-0,04125977
0,040496826
-0,00071335
0,019807339
0,009526074
0,004401155
0,001842604
0,000564303

f((a+b)/2)
0,278800783
0,069782825
-0,03495681
0,016770583
-0,00929594
0,003691644
-0,00281421
0,00043578

-0,00118996
-0,00037728
2,9206E-005





