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BASICS

Zahlensysteme
natirliche Zahlen IN={0,1,2,3,...}
ganze Zahlen Z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
rationale Zahlen QR={%|peZ qecN\{0}}

nicht alle Zahlen (etwa +/2) lassen sich durch Briiche dar-
stellen, die VVervollstandigung der rationalen Zahlen sind die

reelen Zahlen R=QuUI
die hinzukommende Menge I sind die irrationalen Zahlen

die Vervollstandigung fur Operationen der reelen Zahlen
sind die komplexen Zahlen C



Intervalle sind Teilmengen der reelen Zahlen mit Anfangs-
und Endpunkten

Intervall:

(a,b) =]a,b] = {r €R |a <z < b}

die Enpunkte gehoren nicht zum Intervall

Intervall:

la,b] = {x €R |a <z < b}

die Enpunkte gehoren zum Intervall
Intervalle:

[a,b) le, d]

Der Bereich des Intervalls kann auch unbeschrankt sein

[a, c0) ] — c0,b) IR = (—o00,0)



Numerische Darstellung reeller Zahlen

Festkommazahl
Jede Zahl wird mit einer festen Anzahl von Nachkomma-
stellen dargestellt:
2.56 128.33 -78123.51 haben 2 Nachkommastellen.
Es entstehen Probleme mit sehr hohen Zahlen.

Gleitkomma - Darstellung
Die Zahl wird dargestellt durch
Vorzeichen Mantisse Exponent
Die Mantisse enthalt das Komma nach der ersten signifi-
kannten Stelle und eine feste Anzahl von Ziffern.

154.88 = 4+ 1.5488 x 10° = + 1.5488FE2
Hier ist die Mantisse 5 stellig.

Durch die begrenzte Anzahl signifikannter Stellen kOnnen
numerische Fehler entstehen:



Berechnung von (9874 —9873)2 mit 4-stelliger Mantisse auf
zwei Wegen:

a) (9874—9873)2 = (9.874E3—-9.873E3)2 = (1.000E0)2 =

ES - dreistellig
1.

b) (9874 — 9873)2 = 98742 — 2 x 9874 x 9873 + 98732
9.750E7—2x9.874E3x9.874E3+9.748E7 = —1.970E4 =
—19700.

Bei der zweiten Berechnung wurden wesentliche Stellen aus-
geloscht.

Allgemein konnen folgende Operationen zu numerischer
Instabilitat fuhren:

Subtraktion fast gleich groBer Zahlen (Ausléschung)
Division durch kleine (oder sehr groBe) Zahlen



Александр�
E3 - dreistellig


Potenzen

Eine positive reelle Zahl ¢ > 0 heiBt Basis, der Exponent
sei m € IN, dann ist die m — te Potenz von a

aMm = a.a....a
m — Mal
Daraus ergeben sich sofort die Rechenregeln:
am . @ = gMmtn
(am)n — amn
Daal =a gilt
al CLO — al — a
somit mul3
@ = 1

jede Basis hoch O ist 1




Fiir negative Exponenten gilt wegen a™.a ™ =a°% =1

Das Aufheben der Potenz bezeichnet man als Wurzel.

b heiBt n — te Wurzel von a, wenn

Man schreibt dafir b = a.

Da fur die n — te Wurzel von a

(Va)" = a
erhalt, schribt man fur die Wurzel auch eine gebrochene
Hochzahl

Damit konnen wir jede rationale Zahl als Exponent einset-
zen



aP/l =  Ygp

Jede reelle Zahl r ist ein Grenzwert einer Folge von rationa-
len Zahlen, damit lassen sich allgemein Potenzen auch fur
reelle Zahlen erklaren und berechnen, a”.

Potenzen bei ganzzahligem Exponent kOnnen auch fur eine
negative Basis berechnet werden,

m 1 wenn m gerade
()" =
1 wenn m ungerade

etwa (=2)3 = (=2).(=2).(-2) = -s8.

Allerdings verlieren Wurzeln die Eindeutigkeit und damit die
Grundlage fur eine Definition:

-8 = (=2)% = (-2)%2 = [(-2)%1}2 = [64]/2 = 8



Logarithmus

Fur die Basis B > 0 und ¢ > 0O ist
BY = ¢

eine Exponentialgleichung. Der Exponent in dieser Glei-
chung heilBt Logarithmus

x in der Exponentialgleichung heilBt Logarithmus von c
zur Basis B

r = logp(c)

Beispiel Wenn die Basis B = 10 ist,

10 = 1000
ist
r = 3 = 10910(1000) = 1g(1000)



Man kann jeden Logarithmus auf den Logarithmus einer
bestimmten Basis zuruckfuhren. Ist B eine allgemeine Basis,
SO gilt

Dadurch wurde der Logarithmus mit der Basis B auf einen
Logarithmus mit der Basis 10 zuruckgefuhrt

19(c)
19(B)

logp(c)

Aus bestimmten Grunden wahlen wir als spezielle Basis
e = 2.718.. die Euler’'sche Zahl

Der naturliche Logarithmus hat die Euler'sche Zahl als
Basis

log = In = log,




Der Logarithmus ist eine Hochzahl. Die Rechenstufe wird
durch den Logarithmus herabgesetzt, daher gelten allge-
mein (flr jede beliebige Basis) folgende Rechenregeln

Fur » > 0 und s > 0 qilt

log(r . s) = log(r) + log(s)
0g(*) = log(r) — log(s)
log(r®) = s log(r)
und
log(e) = 1 (logp(B) = 1)




Quadratische Formen

(a + b2 = a2 4+ 2ab + bV
fur a = x entsteht eine quadratische Gleichung durch
2 — 2bxz+ b = O (1)
also
(z — b? = 0

Ein (reeller) Wert x in dieser Gleichung heiBt Nullstelle oder
LOosung.

Eine allgemeine quadratische Gleichung (mit A # 0) hat
die Form

Az + Bz 4+ C = 0 (2)

Die Losung einer solchen Gleichung kann man auf die Losung
von [1] zuriickfihren



Die Diskriminante einer quadratischen Gleichung ist

D = B2 — 4AC

Die Diskriminante D bestimmt, ob die Gleichung 2| eine
LOosung besitzt.

Wenn die Diskriminante D positiv ist, hat die quadrati-
sche Gleichung zwei Losungen 1 und zo mit

B+ B2 — 44AC
€T =
1 2 A
~B- B2 — 44AC
ro =
2 A
Wenn D = 0 fallen die beiden LOsungen zusammen.

Wenn D < O existiert keine (reelle) Losung.




FINANZMATHEMATIK

Zinsrechnung

Das Kapital K wird bei der Verzinsung mit dem Zinssatz
r um diesen Prozentsatz vergroBert. Man bezeichnet mit
dem Index die Anzahl der Perioden

Ko Anfangskapital

0 <r <1 Zinssatz

(5% Zinsen bedeutet »r = 0.05) Das Kapital betragt nach
einer Periode

Ki = Ko+ r.Kog = Kpg(14r1r)

Definition Der Faktor (1 4+ r) heiBt Aufzinsungsfaktor

Bei wiederholter Verzinsung uber mehrere Perioden unter-
scheidet man zwischen



einfacher Verzinsung, dabei wird immer nur das Anfangs-
kapital verzinst:

nach 2 Perioden ist das Kapital Ko = Ko+ Kg.r+Ko.r
nach n Perioden K, = Ko.(14+n.r)

und

Zinseszinsen, dabei wird in jedem Schritt das Gesamtka-
pital (Anfangskapital und Zinsen) verzinst:

nach 2 Perioden Ko Ki.(14+7)=Kqg.(14+7)2
nach n Perioden K, = Ko.(147r)"

Nach n Perioden ist K, der Endwert der Verzinsung. Wenn
aus dem Endwert der Barwert oder Anfangswert berechnet
wird, spricht man von Abzinsung.

Berechnung von Kg aus Kjy:

KO — Kn.(l _I_T)_n — Kn.’Un




dabei ist

der Abzinsungsfaktor.

Beispiel In 10 Jahren werden 10.000€ bei 8% gezahlt.
Der Abzinsungsfaktor ist

1
v = = 0.926
14 0.08

Wie hoch ist der Barwert dieser Zahlung in einem Jahr?

Ki = Kig.v2> = b5.002<€
O
Beispiel Bei welchem Zinssatz r» hat sich das Kapital nach
10 Jahren verdoppelt? Es soll also
Kio = 2.Kp
gelten. Daraus erhalt man

Kig = Ko.(1 4+ = 2.K,



14710 = =222 = 2
(1+7) o
und
ro= 210 _ 1 = 7.18%
O
Wenn verschiedene Zinssatze r1,ro,...,rn Iin jeder Periode

vorliegt, dann ist das Endkapital nach n Perioden

Kn = Kog(14r1).(14+1r2)..... (1+rn)

Welchem durchschnittlichen Zinssatz » entspricht diese Ver-
zinsung?

gleiche Aufzinsungsfaktoren

(L4+7r).(L+7r5)..... 1+r) = (147"

Der Aufzinsungsfaktor mit r ist

14+, = 7\7(1+r1),(1—|—’r2) ..... (14 rn)




das ist das geometrische Mittel der einzelnen Aufzinsungs-
faktoren

Die durchschnittliche Rendite ist das geometrische Mittel
der einzelnen Aufzinsungsfaktoren

n 1/n
r o= {H(l—l—ri)] — 1

=1
Unterjahrige Verzinsung

Eine Periode wird in k gleichlange Abschnitte geteilt. Der
nominelle Jahreszinssatz sei ¢, der Zinssatz in einem Ab-
schnitt ist daher c/k.

C
Ki = Kp. (1+E)k



Der Zinssatz r, der tatsachlich fur die Jahresperiode vor-
liegt, heilBt effektiver Zinssatz

1 +r = (1+£)k

_ C\k
r = (1+k) 1

Vergleich der Verzinsungen

Da bei der Verzinsung mit Zinseszinsen mehr Kapital ver-
zinst wird, ist zu erwarten, dal3 diese Verzinsung zu hoherem
Kapitel fuhrt.

Einfache Verzinsung in 2 Perioden

Ko + 2.7 Kp

Zinseszinsen in 2 Perioden

(Ko + rKg) . (1+7) = Ko + 2.7 Kg + Kqgr°



Der Aufzinsungsfaktor bei Zinseszinsen ist groBer als der
Aufzinsungsfaktor bei einfacher Verzinsung, es gilt allge-
mein

Proposition Ungleichung von BERNOULLI
Fir » > 0 und beliebiges n € N (und n > 1) gilt

1 +»n" > 1 4+ n.r

Wenn r klein (also nahe bei 0) dann ist der Unterschied der
beiden Aufzinsungsfaktoren sehr klein. (Bei 2 Perioden nur
r2) Man kann die Bernoulli-Ungleichung dann als N&herung
interpretieren:

1+ " ~1 4+ n.r

Mit der Bernoulli-Ungleichung kann man effektiven » und
nominellen ¢ vergleichen:

r=a+F -1 > 14 k-1 =



Binomischer Lehrsatz

Allgemeine Formel fiir (a + b)™ flr jede natirliche Zahl n,
wie

(a + b)2 = a% 4+ 2ab + b?

(a + b3 = a3 4+ 3a°b + 3ab® + b3

Definition Die Fakultat einer naturlichen Zahl
n' = nnh-1).(n—2)....2.1

gibt die Anzahl der moglichen Anordnungen von n verschie-
denen Elementen an

Der Binomialkoeffizient ist (fir n >k, n,k € IN)

(n) . n! _ nn-1).(n—-2)...(n—k+1)
K (n—k) k' k!




und gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, aus n unterscheid-
baren Elementen k auszuwahlen

Der Binomialkoeffizient hat folgende Eigenschaften

() = (2, (3)
(3D = 0+ (") (4)
(Z) — 0 firk>n (5)




Proposition Binomischer Lehrsatz

(a + b)"

— a,n—|—<1

)a" 1 + (Z)a”—%? 4+ (nf 1)abn_1 4

_ zn: (n) gl
i=0

(]

Die Koeffizienten im Binomischen Lehrsatz berechnet man
mit dem

PASCAL’sches Dreieck




(a+0)° — 1

(a + b)) — 1 1

(a +b)2 — 1 2 1

(a+0b)3 = 1 3 3 1

(a +0)* — 1 4 6 4 1
N

(a+0)>° — 1 5 10 10 5 1

die letzte Zeile bedeutet:

(a+b)° = 1.a° +5.a%b+ 10.a3.6° + 10.a°.6> + 5.a.b* + 1.0°

Anwendung des Binomischen Lehrsatzes auf den Zinsfaktor:

(1 4+ 7" =1 + (?)r + (Z)TQ + 4T

Da

ny _ n(n—1)
2)_ 2

A~

=S

~—
|

n und(



gilt

(1 4+ )" =1 4+ nr + ”(”2_1)7«2 + ..

Alle Summanden sind positiv (da r > 0), wenn man auf der
rechten Seite alle Summanden ab dem 3. weglaBt, erhalt

man die Bernoulli-Ungleichung. LaBt man die Terme ab dem
4. weg, entsteht die

Verscharfung der Bernoulli-Ungleichung

1+ D" > 1 4+ nr + n(n—l)TQ

oder als Naherungsformel

1+ »n" ~ 1 4+ nr +

da r3,r%, ... verschwindend klein sind

Anwendung als Uberschlagsrechnung fiir Zinseszinsen

(1 4+ 7" ~ 14+ nr(l + (n—l).g)



~ 1 4+ nr(l 4+ n%)

Naherung fur die Verzinsung bei Zinseszinsen:
es wird einfach verzinst und danach werden die einfachen
Zinsen nochmals mit dem halben Zinssatz wiederum ein-

fach verzinst

Beispiel Das Kapital Kg = 1000 <€ soll uber den Zeit-
raum von n = 20 Jahren bei r = 49% verzinst werden. Die

einfachen Zinsen betragen

n.r.Kg = 20 0.04 1000 = 800

Diese Zinsen werden mit dem halben Zinssatz von 2% noch-
mals einfach verzinst:

800.n.— = 320
2
Kapital und Zinsen ergibt insgesamt

Kog =~ 1000 + 800 + 320 = 2120




Die exakte Verzinsung bei Zinseszinsen betragt

Kog = Kp 1.04°° = 2191

Berechnung von Laufzeiten

Mittels logarithmischer Gleichungen lassen sich bendtigte
LLaufzeiten unter VVorgaben berechnen

Beispiel Reales Kapitalwachstum
Verzinsung mit der Zinsrate r» unter der Inflationsrate s

Wann hat sich das reale Kapital verdoppelt?

KQAQ4+rn" = 2K (1+s)"

1 mn
(14 =2
1+ s
Logarithmieren der Gleichung
14+ r\"
O ( ) = log(2
9((15) ) = log(



n log (112) = log(2)

log(2)
g (15)

Bei einer Zinsrate r = 7% und einer Inflationsrate s = 2%
erhalt man n = 14,48. O

Folgen und Reilhen

Eine Folge ist eine Liste von numerierten Objekten

L1, T2y, «v.y Tpy ... = < Ip >

Die Platznummer in dieser Liste heil3t der Index x; steht an
i-ter Stelle.

Beispiel Umsatzzahlen einer Firma pro Monat

rq1 = 33.1Mzi0. zp = 29.2, ... x190 = 41.0, ...
Graphische Darstellung der Folge:



40 —

n

20 —

Index []

Fur die Bestimmung der Folgenelemente bestehen verschie-
dene Moglichkeiten:

Bildungsgesetz mittels Term:
Durch einen Term kann aus dem Index direkt das betref-
fende Folgenelement berechnet werden. Beispielsweise:

Ty, = 3%n




Bildungsgesetz mittels Iteration:

Das Folgenelement wird aus den vorangehenden Elemen-
ten berechnet. Beispielsweise:

Tpn = Tp—1 — 3

In manchen Fallen ist es zweckmalig, die Folge beim In-
dexwert O zu starten, bei einer Iteration bendtigt man fur

die Berechnung von x1 (oder weiteren Elementen) einen
Startwert xq.

Beispiele fur Folgen, die mit einem Term definiert sind:



n

n

10

1100
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

n

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

2 5 6 7 8 9 10
€T 2n /
n ,
// <
7 X
I I I I I I |
2 5 6 7 8 9 10

Monotonie von Folgen:

n

n

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

5 6 7 8 9 10




Die Folge < z,, > ist monoton wachsen, wenn immer

Tp41 > Tn

Die Folge < z,, > ist monoton fallend, wenn immer

Lp41 < Zn

strikt wachsend oder fallend, wenn die Elemente echt groBer
Tn41 > Tn bzw. echt Kkleiner z,, 1 < zn, werden

Ein Beispiel einer Folge, die durch Iteration definiert ist, ist
eine

Differenzenfolge

Aus jeder Folge < z,, > entsteht durch Differenzenbildung
eine neue Folge

< ynp > ist die Differenzenfolge der urspriunglichen Folge
< xTn >



Beispiel Die urspriingliche Folge sei z, := nZ.

Die Differenzenfolge ist dann

yn:AﬂUn:nQ—(n—l)Q:Qn—l

Index n O 1 2 3 4 5
Folge z, O 1 4 9 16 25
Differenzenfolge Axy, | - 1 3 5 7 9

Die Differenzenfolge der Quadratzahlen ist die Folge der
ungeraden Zahlen

Umgekehrt kann man aus der Differenzenfolge wieder die
ursprungliche Folge < x, > herstellen:

Tn = Tp_1 + Axn

xrn = x9 + Axy + Az + ... + Axy

Die Summe der Elemente der Differenzenfolge (plus Start-
wert) ergibt die urspriingliche Folge < x,, >.



Fur die ungeraden Zahlen ergibt sich

xn=n2=1—|—3—|—5—|—...—|—(2n—1)

Die Quadratzahlen sind eine Summe der ungeraden Zah-
len

Reihen

< xp, > Sei eine beliebige Folge mit Folgenelementen x1,xo,...,xn, ...

Durch das Bilden der Summe s, von jeweils n Folgenele-
menten entsteht eine neue Folge.

Eine Reihe ist eine Folge s,, deren Elemente aus den
Teilsummen (Partialsummen) der Folgenelementen von
< xp, > bestehen.




S = x1 + x>

$s3 = x1 + xp + x3

Sp, = 1 + x> + x3 + ...+ xn
Sop = O
Ist jede Folge <z, > auch eine Reihe 7

Differenzenfolge

Arithmetische Folgen & Reihen

Bei einer arithmetischen Folge sind die Differenzen Axp
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Folgenelementen kon-
stant.

r1 = x9 + d



x> = x1 + d = x9 + 2 d

x3 = o + d = xzg + 3 d

Tpn = Tp—1 + d = xg9g + n d

Beispiel Produktionsplanung

Im 3. Jahr sollen 7.500 Stuck produziert werden, im 10. Jahr
sollen 25.000 Stuck produziert werden, wobei die jahrliche
Produktionssteigerung konstant sein soll. Die Produktions-
zahlen bilden also eine arithmetische Folge.

x3 = 7.500 r10 = 25.000
r10 — 3 = (zg + 10d) — (xzo + 3d)

= 7d = 17.500



Daher ist d = 2.500. Damit kann jede Produktionsmenge
in jedem Jahr berechnet werden, also die Folgenelement
berechnet werden:

r1 = xz3 — 2d = 7.500 — 5.000 = 2.500.

Arithmetische Reihe

Eine arithmetische Reihe entsteht aus der Summe einer
arithmetischen Folge

S1 = xx1 = xo + d
S = x1 + o = xz90+ d + o + 2d
= 2 x9+ 3d
s3 = x1 + xo + x3

= 290+ d + 90 + 2d + z9g +3d = 3z + 6d



‘ Priifungsrelevant!!

Das n-te Element der arithmetischen Reihe ist

. 4oy (n+1)n | erstes + leztes*
Sn. = T X0 5 Anzahl/halbe
s — n r1 + Tn
" 2

Das n-te Element ist das Produkt aus der Anzahl n und
der halben Summe des ersten und des letzten Elements

O der Folge

Beispiel Degressive (arithmetische) Abschreibung von

150.000 € in 10 Jahren
die Abschreibungsbetrage sind eine fallende arithmetische

N, . Folge < xn >

l! x11 = 0 r10 = B rg = 2B r1 = 10 B
z““‘“" 150.000 = @y + 20+ ... + 210 = 10B+9B+ ... + B
? jetzige in 10 jahren
B 10B
150.000 = s190 = 10 + = b5 B

2
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B = 2727,27

r1 = 10 B = 27.272,72

Geometrische Folgen & Reihen

Eine Folge, bei der die Elemente durch einen konstanten
Faktor g verandert werden ist eine geometrische Folge

In,

— (g
Ln—1
In = Ip-14
Anfangswert xzg

1 = 20 g
— __ 2
L2 = 19 = 049
_ __ 3
L3 = X244 — 0 g



Das Bildungsgesetz einer geometrischen Folge mit Fak-
tor ¢ ist

Tn = Tg q°

Beispiel Kapitalverzinsung bei Zinseszinsen

Kn = Ko (1 + )"

bilden eine geometrische Folge mit ¢ = (1 + r)
Relativen Differenzen

Kn—l Kn—l

Kn
= — 1 =147r -1 =r
Kn—l
Bei einer geometrischen Folge sind die relativen Differenzen

konstant. ]




Welche Folgen sind geometrische Folgen?

In — 2" LIn — C + Ln—1
2 In
1
Ty = 2 rn = 3 xTp_1+2 xnzx )
n_

Geometrische Reihe

Die Folge < x, > sei eine geometrische Folge, die Reihe
dazu:

s1 = 11 So = x1 + xp = x1 + 71 ¢

s3 = 1 + x1q¢ + 1 ¢°

sm = 21 + 219 + ... + x4 1
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Die geometrische Reihe hat die Darstellung

PAS o = o g

wenn g = 1

Beweis:

:w sn = 1 + = /—I—/xyq"((

m‘

und gqsp ist

-ﬂ. - qSp = ww)nf’——lf/.---l—a: 4 oz "

Die Differenz ist also

Sp, — qSp = 1 — T1 q"°

Somit gilt Q’;}
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wenn ich s jz schon haben will -> weniger wert, wenn spéter - dann mehr

A ey . q*n-1
RENTEN % D=1~
Endwert
Als Rente bjezeichnen wir eine periodische Zahlung.
a*q”™n
+
vorschussige Rente: Die Zahlung a erfolgt immer am Be- a*aﬂQZ
+

a*q’2
a a a a A
| | | | _g | O
I I I I -4-=-=--- I
n-2
1. Auszahlung => a*vh2 a*vA3 letzte Zahlung
bekomme ich gleich a*vin-1
IR K AN |
Sn= (a V) 1-v (geometrisch)

nachschussige Rente: Die Zahlung a erfolgt immer am
Ende der Periode

a‘'v d | avhi2d | d | a'vn  d

1. Zahlung am Ende des Jahres und dann jede nachste jeweils am ende des néchstes Jahres

inn der FPeriode P o
g * aa*q/
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Wenn uber die gesamte Laufzeit der Zinssatz » gilt, dann

ist
Aufzinsungsfaktor q = 1 4+ r
Abzinsungsfaktor v o= 1—1Fr — %

Barwerte

wird hier und jz berechnet, muss nicht direkt ausgezahlt werden
Fur eine Rentenzahlung uber n Perioden wird jede Zahlung

abgezinst.

Bei einer vorschussigen Rente sind die Barwerte der einzel-
nen Zahlungen

a, ..!.. Qe, a,a-v2, + + ,aﬂ)n_l ""33 geometrische Folge/Reihe

diese Barwerte bilden eine geometrische Folge. Die Summe
aller dieser Werte ist eine geometrische Reihe

1 — o -

L1 N
\\f /H_ci’ r>1,v<1 B, = S, = a — = O\ /{T;I\‘
\M”j——nr
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und wird als Barwert B,, der vorschussigen Rente bezeich-
net.

Bei einer nachschussigen Rente sind die Barwerte der ein-
zelnen Zahlungen ’

a v, a v°, ,a v
mit der Summe %
[ns] 1 — o™
B = a v
1 —wv
Endwerte

Fur die Berechnung des Wertes der Rentenzahlung am Ende
der Laufzeit werden die einzelnen Zahlungen aufgezinst

Bei einer vorschussigen Rente sind die einzelnen Endwerte

a q a q , ,a


Александр�



mit der Summe als Endwert FE,, der Rente
En = aq” 4+ aqd" ! 4+ ... + agq
=q[a—|—aq—|—...—|—aqn_1]

q" — 1
= q a
qa°

Setzt man v = 1/q, erhdlt man folgende Aussage

Zwischen Barwert und Endwert besteht die Gleichung

Endwert und Barwert sind Bewertungen derselben Lei-
stung zu verschiedenen Zeiten.

Fur eine nachschussige Rente ist der Endwert
g — 1
q — 1

E?[lns] _ Br'[lns] " = a
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Beispiel Auswirkungen einer Fruhpension

Herr P hat als 30 jahriger begonnen eine jéhrliche"Einzah-
lung b nachschussig fur seine Rente einzuzahlen.

Nach 30 Jahren Einzahlung, also wenn er 60 ist, hatte er
er dann eine Rente a vorschussig 20 Jahre lang erhalten.

Angenommen der Zinssatz ist 5%, also r = 0.05 daher ist
der Aufzinsungsfaktor ¢ = 1.05 und der Abzinsungsfaktor
v = é = 0.9524.

Wenn sich die Einzahlung und die Rentenauszahlung decken
sollen, mulB der Endwert der Einzahlung
1 — 930

el = b= *° = 66.439 b
— v

mit dem Barwert bei Beginn der 20 jahrigen vorschussigen

Rente

1 — 920
B = a — = 13.085 a
1 —v
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ubereinstimmen. Es ist

E3p

|
oy
N
o

und daher

66.439 b = a 13.085

507 b = a

Wenn Herr P beispielsweise b = 1000 € 30 Jahre lang ein-
gezahlt hatte, wiurde er dann 20 Jahre lang a = 5.079 €
erhalten.

Herr P ist heute 55 Jahre und mochte in Fruhpension gehen.
Er hat also den Betrag b jetzt erst 25 Jahre eingezahlt und
will nun seine Rente 25 Jahre beziehen. Welche Auswirkung
hat das auf seine (neue) Rente o™ ?

Endwert ist jetzt

ERl = b e
— U


Александр�



und der Barwert ist fur die 25 jahrige Rente

25 = @ 1, - 4.799 a

B35 = Bos

47727 b = 14.799 a*

Die neue Rente ist

ot = 3.223 b

Fur die Einzahlung von 1000 <<€ uber 25 Jahre erhalt er
jetzt nur mehr 3.223 € Rente, er verliert also 36,4% seiner
Rente durch die Fruhpension. O

Langfristige Analyse

Verhalten einer Folge < z,, > (bzw. Reihe) fiir wachsendes n
Bezeichnung: n — oo, der Index uberschreitet beliebig grolBe
Werte



Eine Folge < z, > heiBt beschrankt, wenn die Werte
xn, fUr beliebiges n nicht lUber (oder unter) eine feste
Schranke C fallen

(', ist eine untere Schranke, wenn

C, ist eine obere Schranke, wenn
CO Z In \V/ n

und C' ist eine allgemeine Schranke, wenn

Nicht jede Folge besitzt solche Schranken. Eine arithmeti-
sche Folge

Tn = Tp_1 + d

wobei d > 0 ist nicht nach oben beschrankt. Eine arithme-
tische Folge wobei d < O ist nicht nach unten beschrankt.



Jede auch noch so groBe Schranke wird bei einem genugend
groBem n ubertroffen (bzw. unterboten).

Eine Folge, die nicht beschrankt ist, nahert sich einem un-
endlich groBen Wert. Die beschrankten Folgen kdnnen sich
aber einem bestimmten reellen Wert langfristig (also flr
groBes n) nahern.

Eine Folge < x,n, > heiBt konvergent gegen den Grenz-
wert G, wenn fur jeden beliebig kleinen Abstand A ab
einem Index N alle weiteren Elemente z,, einen kleineren
Abstand als A haben.

n—oo

Ab dem Index N qilt fur alle weiteren Elemente



Wenn dieser Limes oder Grenzwert G gleich O ist, heil3t die

Folge Nullfolge. MQ

Beispiel Die Folge z, = 2 ist eine Nullfolge:
Betrachtet man den Abstand A = 0.1, so sind alle Elemente
ab dem Element n = 11 kleiner als A /9
10 X _ 802 320 .
6n+3 6+3 ’
e U\ n+ + H
0.6 XM m
CI °
8 0.4
0.2 — .0.
A a ..’..66 ’00000 . o oooooooooooooooooooooooooo ........
0.0 - 000000000

O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

n
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Beispiel Die Folge z,, = 2—n—12 hat den Grenzwert G = 2:

2.0 —l A ° ° O ® ® L L

1.8

1.6

n

1.4

1.2

10 —

Der Abstand sei A = 0.05. Ab dem Element n = 5 ist

1
— < 0.05 = A

2
n
und daher der Abstand |z, — 2| kleiner als A



Ist die geometrische Folge konvergent?

Das asymptotische Verhalten einer geometrischen Folge x;, =
xo q" (bei zg % 0) hangt vom Verhalten von ¢™ ab.

Fall 1: ¢ > 1
Dann wird ¢™ beliebig groB3, die Folge x,, = ¢" ist daher
unbeschrankt

Fall 2. ¢ = 1
Die geometrische Folge ist eine konstante Folge und xqg ist
der Grenzwert

Fall 3: 0<qg < 1
Hier wird ¢"™ beliebig klein, die Folge x, = ¢" ist eine
Nullfolge



Eine geometrische Folge x, = xg q¢" ist fur ¢ < 1 eine
Nullfolge

lim xz,, = O

n—oo
Fur g = 1 ist die Folge konstant und daher auch kon-
vergent

nli_)mooa:n = zxq

Fur g > 1 ist die geometrische Folge divergent

Unendliche Relhen

Eine Reihe s, ist eine spezielle Folge, daher wird auch fur
Reihen die Konvergenz untersucht

mn
S, = x1 + x>0 +...+ xp = Z X;
1=1

sn kKonvergiert gegen S, wenn die Folge der Partialsummen



gegen S konvergiert

n
S = n||_>moo Sp = nll_)l’noo zjl x;
1=

Man bezeichnet S als eine unendliche Reihe mit der Be-
zeichnung

o0
1=1

Wenn eine Reihe s, konvergiert, dann mul3 die zugehorige
Folge eine Nullfolge sein. Die hinzukommenden Elemente
der Reihe mussen immer kleiner werden.

Umgekehrt ist aber nicht jede Reihe, wobei z,, — 0O eine
konvergente Reihe.

Beispielsweise wird

1
L+ 5+ +

il
Ol

1
3



beliebig groB und konvergiert daher nicht.

Unendliche geometrische Reihe

Wann konvergiert eine geometrische Reihe? Die geometri-

sche Folge z,, = zg ¢" hat die endliche geometrische Reihe
Sn — I1 +Cl32 +...4+ xzpp, = rq (]_ _|_q_|_q2 ...+ qn—l)
q" — 1
— X
1 g _ 1

Nur wenn |g| < 1 kann die geometrische Reihe konvergieren,
da sonst die geometrische Folge keine Nullfolge ist. Dann
ist

: n o
n||_>moo q = 0

und




Die geometrische Reihe konvergiert nur fur |¢| < 1, dann
ist

00
g = n“—r>noosn I 1 *0 4
1=

Ewige Rente

Eine Anwendung von unendlichen geometrischen Reihen
sind unbefristete Zahlungen, sogenannte ewige Renten Der
Barwert einer vorschussigen Rente a fur n Perioden ist

1 — "
a
1 — v

Bei einer unbefristeten Auszahlung ist fur n — oo

B, = a4+ av + av?+...+ av" ! =

a
1 — v

n—oo

oo
B = lim B, = ) av =
1=0



Der Barwert einer nachschussigen ewigen Rente ist

a
1 — v

Blnsl — 4w 4+ av? +... = v

Die Barwerte einer ewigen Rente sind:
a

1 — v
nachschissig: plnsl —

vorschussig: B =

a
1 — v

Kontinuierliche Verzinsung

Die Verzinsungsperiode wird n-fach geteilt und der nomi-
nelle Zinssatz sei c

In jeder Teilperiode wird zum Zinssatz % verzinst

K1 = (1 + 9" Ky
T



Wenn immer Ofters verzinstwird, also n — oo entsteht eine
kontinuierliche Verzinsung.

Wie verhalt sich die Folge
zn = (1 + 5)n ?
n

Es sei zunachst c =1

1 n

tn = (1 + —)

n

Die ersten Elemente dieser Folge sind
1 =2 xro = 2.25 x3 = 2.37037 rg = 2.441

L10 — 2.5937 ... L0 — 2.653

. 100 = 2.7048 ... 1000 = 2.7169

Diese Folge ist monoton wachsend und Uberschreitet nie
den Wert 3, hat also eine obere Schranke von 3.



Jede monotone Folge, die auch beschrankt ist, mul3 kon-
vergent sein.

Die Folge z, = (1 + %)” konvergiert gegen den Grenz-
wert

1
im (1 + 2)" = ¢ = 2.718282..
n

n—oo

e heiBt Euler'sche Zahl.

Fur beliebiges ¢ gilt

lim (1 + 5P = ¢°
n

n—oo

Der Aufzinsungsfaktor bei kontinuierlicher Verzinsung ist

eC.

Beispiel Der nominelle Zinssatz betrage 8%, daher ist
¢ = 0.08.



Periode effektiver Zinsfaktor

jahrlich n=1 1.08

quartal n=24 1.08243

monatlich n—=—12 1.083

wochentlich n = 52 1.08322

taglich n = 360 1.083277

stundlich n = 8760 1.083287
kontinuierlich | n — oo 908 = 1.08328707

Differenzengleichungen

Eine Folge, die durch die Iterationsformel

Ln+1 — f(xn)

mit einer Funktion f() heiBt Differenzenfolge . Wenn die
Funktion linear ist, gilt

Tp41 = axp + b



Diese lineare Differenzenfolge ist eine Verallgemeinerung
sowoh! der arithmetischen als auch geometrischen Folgen.
Arithmetische und geometrische Folgen sind spezielle Dif-
ferenzenfolgen.

Beispiel Nachwachsende Ressourcen
B, sei der Bestand zum Zeitpunkt n. Die Wachstumsrate
(in %) sei r

Von dem Bestand wird in jeder Zeitperiode die Konstante
b entnommen:

Bn—|—1 — (1—|—7“)Bn—b

Beginnend beim Bestand Bg zum Zeitpunkt O kann durch
diese Iteration der Bestand fur jeden Zeitpunkt n=1,2,...
berechnet werden. O

Wie |aBt sich eine solche Folge < =z, >, die durch eine
lineare Differenzengleichung erklart ist, durch einen Term
darstellen?



Eine besondere Rolle bei der Beschreibung der Differen-
zenfolge spielen Fixpunkte. Wenn die Folge einen solchen
Wert erreicht, bleiben die Folgenwerte in diesem Punkt. Der
nachste (und daher alle folgenden Folgenelemete) x,,4 1 ist
dann gleich dem vorigen xj,.

Definition Der Wert z* heiBt Fixpunkt der Differenzenglei-
chungsfolge, wenn

¥ = f(z")
bei einer linearen Differenzengleichung ist

¥ = ax* + b

Wenn a = 1, liegt eine arithmetische Folge vor

xn = x9 + n b



Ein Fixpunkt existiert nicht, auBer bei b = 0 und die Folge
ist konstant.

Die allgemeine Formel (Term) der linearen Differenzen-
gleichung

Tp4+1 = G Tp + b

ist fur a = 1 und den Startwert zg

zn, = x° + a” (xzg — x¥)

Begrundung:
Tp41 = a Tp 4+ b
¥ = ax® + b
Die Differenz der letzten beiden Zeilen ist

(Tpt1 — @) = a (zn — a7)



Wir definieren eine neue Folge
Yn — In — X
fur die gilt dann

Yn+1 — Q@ Yn
und somit ist y, eine geometrische Folge

Langfristiges Verhalten

Das asymptotische Verhalten der Differenzengleichung hangt
vom Wert von a ab. Wenn |a| < 1, dann ist die geometrische
Folge vy, eine Nullfolge.

Fall A: 0<a<1

lim a™ = 0
n—oo



: Y * n Lk %
n||_>moozvn = n||_>moo(:v + a" (zg ")) =

Bei O < a < 1 konvergiert die Differenzengleichung fur
jeden Startwert xg gegen den Fixpunkt.

Der Fixpunkt z* heiBt stabiler oder anziehender Fix-
punkt.

Die Differenzengleichung sei z,47 = 0.8zn, + 1 mit dem
Fixpunkt #* = 5 . Bei jedem Startwert nahert sich die Folge
dem Fixpunkt an.
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Fall B: a>1

Die Folge a™ divergiert, a™ — .
Die Folge z, konvergiert nur, wenn der Startwert zg = x*
gleich dem Fixpunkt ist.



Bei a > 1 gilt

g < x* dann gilt Ty — —O00O
To =" dann ist die Folge konstant Ty =z
rg > x° dann gilt Ty —> OO

Der Fixpunkt z* heiBt instabiler oder abstoBender Fix-
punkt.

Die Differenzengleichung sei z,41 = 1.2z, — 1 mit dem
Fixpunkt z* = 5 . Bei jedem Startwert, der auch nur gering
vom Fixpunkt abweicht, divergiert die Folge.



15
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Beispiel Tilgung von Schulden

Der Schuldenstand zum Zeitpunkt n sei K.
B ist der Ruckzahlungsbetrag pro Periode.
Angenommener Zinssatz 5%

Die Folge der Schulden ist eine lineare Differenzengleichung

Kpy1 = (147) Kn — B = 1.05 K, — B



Der Fixpunkt ist
K* = 1.05 K* — B

B

0.05
Der Schuldenstand zum Zeitpunkt n ist nach dem Bildungs-
gesetz

£

K, = K 4+ 1.05" (Kg — K%
Wegen a = 1.05 > 1 liegt ein instabiles System vor.

Wenn Kg = % bleibt der Schuldenstand konstant, es wer-

den immer nur genau die Zinsen zuruckgezahlt.

Wenn Kg > %, gilt K,, — oco. Wenn also weniger als der
Zinsbetrag zuruckgezahlt wird, explodieren die Schulden.

Wenn Kg < %, gilt K;,, — —oo. Wenn mehr als die Zin-
sen zuruckgezahlt werden, sinkt der Schuldenstand immer
mehr. (bei K, = 0 wird die Zahlung ublicherweise einge-
stellt) O



Mathematische METHODEN
der OKONOMIE

e Vektor- und Matrizenrechnung

e Lineare Optimierung



Folgen bieten eine Moglichkeit, die Entwicklung einer Ein-
heit uber die Zeit zu modellieren.

Die Einheiten kOnnen dabei aber nur mit Zahl be-
schrieben werden. Realistischer ist die Identifikation einer
Einheit (beispielsweise eines Unternehmens) mit vielen Zah-
lenwerten zu einem Zeitpunkt.

Bedarf:
Mathematik fur allgemeinere anstelle einzelner Zah-
len



VEKTOREN

Anordnung zusammenhangender Zahlen in Listen

Beispiel Eine Firma besteht aus den Sparten A, B,C mit
den Umsatzzahlen (in Mio. € ) in 2001 und 2002:

Umsatz 2001 Umsatz 2002
A 2.7 A 1.6
B 1.1 B 2.2
C 3.9 C 3.8

Schreibweise in Spaltenform

2.7 1.6
1.1 2.2
3.9 3.8

Ein Vektor (Spaltenvektor) ist ein geordnetes Zahlentu-
pel. Eine Zahl daraus heiBt Komponente. Die Anzahl der
Komponenten heiBt Dimension.




Der obige Vektor

2.7
a — 1.1
3.9

hat als 2. Komponente den Wert 1.1 und die Dimension 3,
das schreibt man auch a € IR3.

Eine Vektor kann auch als Zeile (Zeilenvektor ) angeordnet

sein, die TRANSPOSITION mit dem Zeichen ' bewirkt
ein Vertauschen der Schreibweise :

Zeilenvektor a! = (2.7 1.1 3.9)

Rechnen mit Vektoren

Multiplikation des Vektors mit einer Zahl A:



al Aaq

a A\a
a = _2 — Aa = . 2

an, )\an

die Multiplikation mit der Zahl X\ erfolgt komponentenweise

Addition zweier Vektoren a, b erfolgt auch komponentenwei-
se:

al b1 a1 + b1

az [ 4 |b2| _ |e2+b2

an bn an, _I_ bn



Eine Linearkombination von Vektoren ist die Addition
und Multiplikation der VVektoren mit Zahlen

A ay + Aoanx + ...

Das Ergebnis ist ein Vektor mit der gleichen Dimension
wie die einzelnen Vektoren

Beispiel (Fortsetzung) Der Halbjahresumsatz im Jahre
2001 entspricht einer Multiplikation mit A = 0.5

2.7 1.35
05111 = [0.55
3.9 1.95

Die Gesamtumsatze der letzten beiden Jahre ist die Addi-
tion der Vektoren

2.7 1.6 4.3
1.1 + (22 = |3.3
3.9 3.8 7.7

Die Durchschnittsumsatze der letzten beiden Jahre ent-



spricht einer Linearkombination

2.7 1.6 2.15
05]1.1 + 0.5]12.2 — 1.65
3.9 3.8 3.85
[]
Bedarfsvektoren

Fur die Erzeugung eines Produkts werden verschiedene Men-
gen a; von Produktionsfaktoren C; (Rohstoffe, Arbeitsein-
heiten, Lagerkapazitaten, etc.) bendétigt.

Der Vektor a dieser Mengen heil3t Bedarfsvektor,

Produktionsfaktor | Menge
ai
C1 ai .
Co an a — :2
Ch an an




Der Bedarfsvektor entspricht dem INPUT der Produktion.

Beispiel Eine Firma erzeugt 2 Produkte A, B. Fur die
Erzeugung werden sowohl fur A als auch fur B 2 Rohstoffe
(Produktionsfaktoren) Ry und R»> bendtigt. Fir ein Stick
von A ist der Bedarfsvektor

. = (@) — 0.5
~ \lan)  \0.5
bei B ist der Bedarfsvektor
po— b1 0.8
— \bo 0.2
Von den Rohstoffen sind die Mengen r1 und ro vorhanden
r1 110
) 50

Wieviele Einheiten lassen sich unter diesen Voraussetzungen
erzeugen?

Die Anzahl x4 der erzeugten Einheiten von A und zg von
B bilden den OUTPUT der Produktion.



Gibt es einen OUTPUT-Vektor (x4,zp) sodaB die vorhan-
dene Rohstoffmenge verbraucht wird?

Dann sollten die Gleichungen
xygy 05 + zp 0.8 = 110

L A 0.5 + LB 0.2 = 50

erfullt sein. Diese Gleichungen kann man auch als Linear-
kombination der Bedarfsvektoren schreiben

0.5\ 0.8\ _ (110
TA \o5 Blo2] = |50

Lineare Gleichungssysteme

Ein System von m Gleichungen und n Unbekannten mit den
Koeffizienten a;; heiBt lineares Gleichungssystem :

b1

ai1 1 + aijpo xo + ... + a1, Tn

aml1 €1 + amo> 2 + ... + amn rn = bm



Ein Vektor (z1,...,zyn) fur den das Gleichungssystem erfiillt
ist heil3t Losung .

Das Gleichungssystem laBt sich vereinfacht schreiben.

Ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n Spal-
ten heiBt MATRIX.

Eine Matrix stellt einen Zusammenhang zwischen Zei-
len und Spalten dar. Die ELEMENTE a;j einer Matrix
sind durch die Zeilennummer ¢ und die Spaltennummer
7 gekennzeichnet,

A = (ag)

Vektoren sind spezielle Matrizen mit n = 1 einer Spalte.
Beispiel (Fortsetzung)

Die Produktionsvektoren fur A und B werden in einer 2 x 2
Matrix zusammengefal3t



R 0.5 0.8

Produkt A Produkt B
4=
R»> 0.5 0.2

Fur die Behandlung des Gleichungssystems wird die verein-
fachte Schreibweise mit Matrizen genutzt.

Die Koeffizientenmatrix enthalt die Faktoren a;; der Unbe-
kannten

ail] ... Qinp

Bindet man beim Gleichungssystem die rechte Seite (also
den Vektor b) ein, entsteht die Gleichungsmatrix

a1l ... Qinp b1



Bedarfsmatrix

0.5 0.8
A =
( 0.5 0.2

110
50

Wie kann das Gleichungssystem gelost werden?

Eliminationsverfahren

Das Gleichungssystem ware gelost, hatte es die Form

|
S
[

L1

o = b

S
3
|
o
3



Das Gleichungssystem ist dann in Stufenform. Diese Form
erreicht man, wenn man durch Kombinationen der Zeilen
alle bis auf eine Variable pro Zeile entfernt.

Beispiel (Fortsetzung)

Das Gleichungssystem im Bedarfsbeispiel ist

110
50

Gleichung I x1 0.5 4+ x5 0.8
Gleichung II x1 0.5 4+ 25 0.2

Durch die Subtraktion der Gleichung II von Gleichung I ent-
steht eine Gleichung ohne Variable x4

Gleichung IIIl =1 - 1II xo 0.6 = 60
Division durch 0.6 ergibt

Gleichung IV =1III / 0.6 o 100



Durch die Subtraktion von 0.8 IV von Gleichung I entsteht
eine Zeile ohne Variable x5

Gleichung I - 0.8 IV x1 0.5 = 30
Division durch 0.5
r1 = 60
Das Gleichungssystem ist jetzt in Stufenform

60
100

L1

L2

Die Gleichungsmatrix des umgeformten Systems ist

(03] )




Allgemein geht man zur LOsung eines Gleichungssystems
folgendermalBen vor:

Durch das zeilenweise Multiplizieren mit einer Zahl (# 0)
oder dem Addieren(Subtrahieren) oder dem Vertauschen
von Zeilen wird die Gleichungsmatrix auf Stufenform ge-
bracht. Die Koeffizientenmatrix enthalt in der Diagonale
1 und sonst O

Die Umwandlung der Gleichungsmatrix erfolgt so, dalB be-

ginnend bei der ersten Spalte zuerst ein Dreiecksschema
entsteht

(

O O ¥
*
*
*
___~

o
*
*

oo |,



Beispiel

Gleichung 1 r1 — o2 — xz3 = 1
Gleichung II 2x1 — 3 x> + z3 = 10
Gleichung III x1 + xo— 2x3 = 0

1 -1 -1 1
2 -3 1 10
1 1 -2 O

Ersetzt man die 2. Zeile durch die 2. Zeile - 2 x 1.Zeile
entsteht
1 —1 -1 1
II-21 O -1 3 38
-1 0 2 -1 | -1



Die neuen Zeilen seien mit Z;1,Z> und Z3 bezeichnet, dann
sind die weiteren Umformungen:

21— 7o 10 -4 | -7
— 75 01 -3 | —8
43 1+ 225 00 5 15

Dividiert man die 3. Zeile durch 5, erhalt man
1 0 —4 —7
O 1 -3 —8
O 0 1 3

21+ 42, 1 00]|s5
Zo + 373 0101
O 01 3

Die Ldsung ist der Vektor z = (5,1,3)". 0

Unter welchen Bedingungen ist ein lineares Gleichungssy-
stem |osbar?



Ist die Anzahl der Gleichungen groBer als die Anzahl der Va-
riablen, dann existiert entweder keine LOsung oder gewisse
Gleichungen sind uberflussig, sind also schon in anderen
Gleichungen enthalten.

Die beiden Gleichungen

Gleichung 1 1 + xo
Gleichung II 2x1 + 2 xo

I
N =

(6)
enthalten dieselbe Aussage, die eine ist nur ein Vielfaches

der anderen. Es gibt unendliche viele Werte 1 und xo die
beide Gleichungen erfullen.

Wenn die 2. Gleichung
Gleichung II 2x1 + 2x0 = 3
(7)

ist, dann wiurden sich die beiden Gleichungen widersprechen
und es gabe keine LoOsung.



Bei der Umwandlung in Stufenform kann eine Zeile entste-
hen, die nur O enthalt, solche Zeilen kbnnen nicht mehr so
verandert werden, sodal3 die Zeile ein 1 enthalt.

Der Rang der Matrix ist die Anzahl der Zeilen, die in
Stufenform (mit einer 1) gebracht werden kdnnen.

Das Gleichungssystem ist eindeutig l|Oosbar, wenn der
Rang der Koeffizientenmatrix gleich der Anzahl der Va-
riablen ist.

Allgemeine Matrizen

Die Behandlung von Gleichungssystemen ist nur eine An-
wendung von Matrizen. Allgemein kann eine Matrix einen
beliebigen Zusammenhang zwischen Zeilen und Spalten bein-
halten. Matrizen lassen sich auch verknupfen und man kann
Rechenoperationen (etwa Addition etc.) flir Matrizen defi-
nieren.



Beispiel

Die Bedarfsmatrix einer Produktionsfirma, die 3 Produkte
Py, P>, und P3 aus 2 Rohstoffen R und R, herstellt, sei

P, P, P3
R1]/0.8 0.5 0.3
R>|0.2 0.5 0.7

Diese Bedarfsmatrix ist eine 2 x 3 Matrix mit 2 Zeilen und
3 Spalten. []

Spezielle Matrizen

e Eine Matrix mit einer Spalte n = 1 ist ein Vektor



e Eine Matrix heilBt quadratisch, wenn die Anzahl der Zei-
len und Spalten gleich ist m =n

e Eine Matrix heiBt symmetrisch, wenn in :-ter Zeile und
j-ter derselbe Wert wie in der j-ten Zeile und :-ter Spal-
te, jj = Gjj;

2 1 3
A= 11 5 15
3 15 0

e Nullmatrix hat nur 0 als Elemente

e EINHEITSMATRIX ist eine quadratische Matrix mit 1
in der Diagonale und O als jedes Element auBerhalb der
Diagonale

O
L = O

= O
= O O O



e Eine Matrix heiBt Diagonalmatrix wenn aulBerhalb der
Diagonale nur O als Element stenht

3 0 O

D = |0 -4 O
O O 19
Rechenregeln

e ADDITION
Matrizen gleichen Formats werden elementweise addiert
(oder subtrahiert)

a1 ai2 --. bi11 b1z ... a11 + 011 a1+ b1o
a1 a2 ...|+ |bo1 boo ...| = |ap1+0b21 aoo+ boo



e MULTIPLIKATION mit einer ZAHL
s ist eine Zahl und A ist eine m x n Matrix, dann wird
jedes Element von A mit s multipliziert

S CL]_]_ S a12
s A = |sap; s ano

(6 =30
3A—<12 0 6)

Die MULTIPLIKATION von zwei Matrizen wird auf eine
spezielle Art durchgefuhrt




Die Motivation fur die Matrixmultiplikation gibt folgendes
Beispiel

Beispiel Die Bedarfsmatrix fur die 3 Produkte P;, P> und
P3 aus 2 Rohstoffen Ry und R, der Firma Fy ist

P Py P3
R1/0.8 0.5 0.3
R>|0.2 0.5 0.7

Fur eine zweite Firma F5 sind die Produkte Py, P> und P3
der ersten Firma der INPUT (Zwischenprodukte). Die Firma
F> erzeugt aus den 3 Produkten Py, Po, P3 zwei Endprodukte
FE1 und E5, die Bedarfsmatrix von F5 ist also

E1 Ep

P1]10.5 0.3 . 0.5 0.3
B = |[0.1 05

P>10.1 0.5 0.4 02

P304 0.2 . .

Welche Matrix gibt den Bedarf von Rohstoffen R{ und R»>
fur Firma F> an? Die Bedarfsmatrizen werden verkettet




Wieviel Rohstoff Ry wird fur Eq benotigt?

Ri — Fy 0.8x05 4+ 05x0.1 + 03x0.4 = 0.57

und genauso fur

R, — E; 0.2x05 4+ 05x0.1 4+ 0.7x04 = 043

Die erste Spalte der Bedarfsmatrix von Firma F> bezogen
auf die Rohstoffe ist daher
E1  Ep

R110.57 055 = C

R>10.43 0.45
Die Verkettung der Bedarfsmatrizen A und B ergibt die
Bedarfsmatrix C.




MATRIXMULTIPLIKATION
Das Produkt der Matrix A..m x k und der Matrix
B...k X n ergibt eine m x n Matrix

¢ = A.B

Die Elemente der Produktmatrix C' ergeben sich aus der
Summe der Produkte der Zeilenelemente von A mit den
Spaltenelementen von B

FALK - Schema
Zeile mal Spalte

Berechnung von ¢ = A . B



N W o1 T
¥

X X %
x X X

13

* ¥ N ¥

**l
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¥ *¥ W %

Die Anzahl der Spalten von A mul gleich der Anzahl der
Zeilen von B sein.

Rechenregeln fur das Produkt

A(BC) = (AB)C assoziativ



AB+ C) = AB + AC distributiv

(B+C)A=DBA+ CA

Die Einheitsmatrix E entspricht die 1 bei Zahlen

Die Nullmatrix O entspricht O bei Zahlen

A sei eine quadratische Matrix

A" = AA..... A n-maliges Produkt



Mit Matrizen wird im wesentlichen wie mit Zahlen gerech-
net, es gibt aber auch Ausnahmen:

Das Produkt zweier Matrizen ist nicht (allgemein) ver-
tauschbar

AB # BA
Beispiel
(4 -1 (2 3
1= (3) (29
(10 11 (14 13
AB_<—6 11) BA_<—6 7)

Das Produkt einer Matrix A mit einem Vektor ergibt einen
Vektor b

Ab = ¢



Beispiel Die Bedarfsmatrix fur 3 Produkte sei

4 — <0.8 0.5 o.3>

0.2 0.5 0.7
Der Mengenvektor gibt die Anzahl der Produkte an
Anzahl 500
Py 200
b = | 150
P> 150 500
P3| 200
Die Verkettung ergibt den Mengenvektor fur die Rohstoffe
Rq1 und R>
295
A4b = (255)
Rohstoffmenge von Rq betragt 295, von Ry, 255. O

Transponierte Matrix

A ist eine m x n Matrix



Die transponierte Matrix A' entsteht durch das Vertau-
schen der Zeilen und Spalten. A ist eine n x m Matrix

2 0
A=1]1 5 AT=<§é_74)
—4 7

Die Reihenfolge des Produkts wird unter der TRANS-
POSITION vertauscht:

(A.B)! = B'. Al

Matrix- Inversion

Als Rechenregel fehlt noch etwas als " Division”

Durch das Produkt der Matrix A mit dem Vektor b wird ein
Vektor ¢ berechnet

Ab = ¢



Wie gelangt man vom Vektor ¢ wieder zum Ausgangsvektor
b?

Wenn es eine Matrix A gibt, die
Ac = b

erfullt, dann wird die Abbildung von A wieder ruckgangig
gemacht.

Setzt man b wieder in die ursprungliche Gleichung ein, dann
A(Ac) = ¢
somit mufB
AA = FE

mit £ der Einheitsmatrix gelten

Wenn A,b und ¢ nur Zahlen waren, dann wurde man b so
berechnen: Aus A b = ¢ folgt

1
b = —¢c = A 1¢
A



Man behalt diese Schreibweise auch bei Matrizen bei und
bezeichnet A mit A~ 1.

A sei eine quadratische Matrix. Wenn es eine Matrix B
gibt, sodal3

AB = BA =F

dann heiBt B = A~ 1 die INVERSE von A. A heiBt regular
oder invertierbar, wenn eine Inverse existiert, sonst heil3t
A singular

RECHENREGELN fur INVERSE

(AH ™t =4

(AT)—l — (A—l)T



(A B! = p71 41
BERECHNUNG der INVERSEN

Die Inverse von A wird mit dem Eliminationsverfahren be-
rechnet. F sei die Einheitsmatrix mit derselben Dimension
wie A

Ausgangspunkt:
A| E

Durch die Umformungsschritte der Zeilen wird versucht mit
dem Eliminationsverfahren die Einheitsmatrix auf der linken
Seite zu erreichen, dann steht auf der rechten Seite die
Inverse von A

Endpunkt:

E| AL



Beispiel Die Matrix A soll invertiert werden.

2 -1
= (39
2 —1
1 4

Probe: Es mulBB gelten

AAl = B = (1 O)



Es sei ein Gleichungssystem mit b' = (7 —1) :
Ax = b

Dann ist die LoOosung x

8 2
w_Alb_(18 18) (7)_(3)
- o\=r 2 -1)  \-1
9 9

Matrix-Gleichungen

Mit den nun vollstandigen Rechenoperationen lassen sich
Gleichungen mit Vektoren und Matrizen losen.

Mit einer quadratischen Matrix A ist ein lineares Gleichungs-
system, als
Ax = b



geschrieben. Mit der Koeffizientenmatrix A wurde dieses
Gleichungssystem fur die Berechnung der Losung x als

(4 1)

geschrieben.

Die LOosung erhalt man formal auch durch Rechenoperatio-
nen (also Addition, Multiplikation und Inversion )

r = A 1y
Die Gleichung

A = bl
hat als Losung

' = plAL

Bei den Umformungen einer Matrixgleichung ist es we-
sentlich von welcher Seite multipliziert wird, da das Pro-
dukt nicht vertauscht werden darf.




Eine Matrixgleichung sei

r = Ax 4+ b

Hier wird x durch Ex = x ersetzt,

EFEx = Az + b
dann ist
Ex—Ax = b

Durch Herausheben von x entsteht eine Matrixgleichung wie
oben

(E—A)x = b

und die LOosung wird mit der Inversen der Matrix E — A
berechnet

r = (E—A)"1b

Fur das Herausheben von Matrixtermen entspricht die
Einheitsmatrix der 1 bei Zahlen




Beispiel INPUT- OUTPUT-Modell

In einer Volkswirtschaft oder Teilen davon (Sparten der
Industrie) wird fiir die Endproduktion auch ein Austausch
(Waren, Dienstleistungen etc.) der Produktionsbetriebe not-
wendig sein.

Die Input-Output Tabelle einer (einfachen) Industriestruk-
tur enthdlt den Mengenbedarf (in Mio. t)

Holz Stahl Bau Endverbrauch
Holzindustrie 19 2 105 380
Stahlindustrie 3 4 49 15
Bauindustrie 5 1 60 485

Die Holzindustrie erzeugt also insgesamt 506 (Zeilensum-
me) und hat den Bedarfsvektor fiir eine Einheit

19

g O O
o|01 000 O
o O O



Die Stahlindustrie erzeugt 76 und die Bauindustrie 551,
daher sind die Bedarfsvektoren

2 105

76 551

. 4 . 49
Stahl: -6 Bau: ot
1 60

76 551

Die Bedarfsmatrix der 3 Sparten heiBt Technologiematrix

19 2 105

506 76 551

A = 3 4 49
506 76 551

5 1 60

506 76 551

Der INPUT in die Industrie entspricht dem Vektor

126 506
61 = A | 76
66 551

Die INPUT- OUTPUT-Gleichung ist

OUTPUT

INPUT + ENDVERBRAUCH



Mit dem OUTPUT-Vektor x gilt also
xr = Ax 4+ b

Fur den Endverbrauchsvektor b. Wenn sich der Endver-
brauchsvektor b andert, dann mulBB der OUTPUT-Vektor
x berechnet werden, sodalB das Gleichgewicht beibehalten
wird:

r= (E—A)"1
O]

Bei Matrixgleichungen konnen die Unbekannten auch Ma-
trizen sein: Wenn A und B quadratische Matrizen sind mit

AX = B
dann ist die Losung der Gleichung die Matrix
X = A1B
Eine Matrixgleichung, wobei herausgehoben wird:

AX + BX = C + X



AX + BX - FX =1C

(A+ B - E)X = C

Die quadratische Matrix X ist die Losung der Matrixglei-
chung.

X = A+ B - B 1cC

Fur die allgemeine Losung von Matrixgleichungen ist auf
Links- und Rechtsmultiplikation zu achten und beim Her-
ausheben die Einheitsmatrix £ zu verwenden.

Lineare Ungleichungen

FuUr eine Bedarfsmatrix A und den Vektor b der vorhandenen
Rohstoffmengen wurde uber die Gleichung

Ax = b



der Vektor xz des Produktionsoutput berechnet. Oft wird
es nicht moglich sein, den Produktionsoutput so zu be-
stimmen, dalB diese Gleichung exakt erfullt ist, also der
Rohstoffvorrat vollstandig verbraucht wird. Man ersetzt die
Matrixgleichung durch eine Ungleichung

Ax < b

also beispielsweise wird das Gleichungssystem im Bedarfs-
beispiel zu

Ungleichung I r1 05 4+ 20 0.8 < 110
Ungleichung II x1 0.5 + 20 0.2 < 50

Ungleichungssysteme haben im allgemeinen nicht mehr

einen Punkt (x1,x2) sondern einen ganzen Bereich als
LLOsung.

Bei den meisten Anwendungen (wie auch im Bedarfsbei-
spiel) gilt die Nichtnegativitat der Losung

x > 0



das bedeutet 7 > 0 und zo > 0. (Negative Produktions-
mengen sind hier nicht sinnvoll)

Im folgenden beschranken wir uns auf Ungleichungssyteme
mit 2 Variablen x1 und x5, dann kann der Losungsbereich
in der Ebene graphisch dargestellt werden.

Welcher Bereich entspricht einer (oder mehreren) Unglei-
chung?

Welche Punkte erfullen
axy + bxo < ¢ ?
Die Punkte, die die Gleichung
axi + bxo = c

erfullen, liegen auf einer Geraden. Dafur genugt es zwei
beliebige Punkte zu bestimmen und die Verbindung bildet
die Gerade.



Diese Gerade teilt die Ebene in 2 Halbebenen. Alle Punkte
in einer der beiden Halbebenen erfullen die Ungleichung.
Welche Halbebene richtig ist, erkennt man durch Einsetzen
eines beliebigen Punktes (etwa des Ursprungs (0/0)) und
Uberpriifung der Ungleichung.

Die Gerade gsei 2 x1 + 3 o0 = 12

X2

«Q

=

-
5



Auch die Nichtnegativitatsbedingungen 1 > 0 und x> >
beschreiben Halbebenen




Py

|
_

Bei mehreren Ungleichungen muB ein Punkt (z1,z5), der
alle Ungleichungen erfullt in allen zugehorigen Halbebenen
liegen.

Der Bereich der Punkte, die alle Ungleichungen erfullen,
heiBt zulassiger Bereich. Der zulassige Bereich ist der
Durchschnitt der Halbebenen. Es entsteht ein SIMPLEX
mit Eckpunkten F;.




Ps X1

Lineare Optimierung

Ein haufig gestellte Aufgabe besteht darin , aus dem zulassigen
Bereich einen Punkt auszuwahlen, der eine ZIELFUNKTI-
ON

Z:ACE1—|-B£132

mit festen Werten A, B optimiert (maximiert).



Beispiel Fur die Planungen in einer GroBkluche werden 2
Produktionsrohstoffe einbezogen:

Es sind insgesamt 100kg Rindfleisch vorhanden und es konnen
hochstens 3000 Arbeitseinheiten geleistet werden.

Auf dem Menuplan stehen 2 Produkte: Fur einen Hambur-
ger benotigt man 200g Fleisch und 2 Einheiten Arbeit.

Fur ein Schnitzel benotigt man 125g Fleisch und 5 Einhei-
ten Arbeit.

Welcher Output (Anzahl an Hamburgern 1 und Anzahl an
Schnitzel z5) ist moglich?

0.2xz7y + 0125 2o < 100
2x1 + 5z < 3000

zusammen mit der Nichtnegativitat x; > 0 und zo > 0O ergibt
sich der zulassige Bereich.

Ein Hamburger bringt 1 Geldeinheit Gewinn und ein Schnit-
zel bringt 1.5 Geldeinheiten Gewinn.



Bei welcher Produktionsmenge wird der groBtmogliche Ge-
winn erzielt? Die ZIELFUNKTION ist

GEWINN = 1x1 + 1.5 2o
Fur jede feste Zahl g ist

lxzy + 1520 = ¢

eine Gerade. Alle Punkte aus dem zulassigen Bereich auf
dieser Geraden fuhren zum selben Gewinn. Die Gerade bil-
det eine NIVEAULINIE. Je groBer g ist (also je weiter oben
die Gerade liegt), desto hoher ist das Niveau also der Ge-
winn.

Optimal wird jene Niveaulinie sein, die den zulassigen Be-
reich von oben beruhrt.



\j

Aus der Zeichnung erkennt man, dalB im Eckpunkt P mit
P = (166/533) der Simplex von der Niveaulinie tangiert
wird. Der Gewinn ist bei der Produktion von 166 Hambur-
gern und 533 Schnitzel maximal. O

Die allgemeine Vorgangsweise bei der linearen Optimierung
mittels graphischer Methode ist:



Zuerst wird der zulassige Bereich (Simplex), der dem Un-
gleichungssystem entspricht, eingezeichnet.

Die ZIELFUNKTION wird als Gerade durch den Ur-
sprung eingezeichnet und dann soweit parallel verscho-
ben, bis diese Gerade den Simplex von oben (Maximie-
rung) bzw, von unten (Minimierung) berihrt.

Der Beruhrungspunkt P ( oder die Punkte auf der
Tangentialstrecke) reprasentiert die optimale Losung im
zulassigen Bereich.

Ein allgemeines Verfahren flur die Berechnung des optima-
len Punktes bei mehr als 2 Variablen ist der SIMPLEX-
ALGORITHMUS.

Optimale Aufteilung

Wie kann man unteilbare Einheiten nach einer gegebenen
Proportion aufteilen, sodal3 die Aufteilung moglichst gut an
die Proportion angepalt ist?



Beispiel Es stehen 13 Filialen einer Handelsfirma zum
Verkauf. Die Anbieter A, B, C' bieten insgesamt 10 M<7o. und
sollen gemal ihres Angebots Filialen erhalten :

A bietet 3 Mz1io., B bietet 5 M70. und C bietet 2 M:zo..

A bietet daher 30%, B bietet 50% und C bietet 20%, somit
entspricht das der Aufteilung

0.3 x13 = 3.9 0.5x13 = 6.5 02x13 = 2.6

Rundet man die Zahlen, ergabe sich eine Aufteilung
A: B :C ~4 :7: 3

Diese Aufteilung ist nicht moglich, da die Summe 14 ist.

Aufteillung nach D’HONDT

Mit den Werten fiir die Proportion (also hier die Geldbe-
trage) wird folgendes Schema erzeugt:



A B C
Wert : 1 3000 * 5000 = 2000 *
Wert : 2 | 1500.00 x 2500.00 » 1000.00 «
Wert : 3 | 1000.00 » 1666.67 % 666.67
Wert : 4 | 750.00 » 1250.00 * 500.00
Wert : 5 600.00 1000.00 400.00
Wert : 6 500.00 333.33 % 333.33
Wert : 7 428.57 714.29 « 285.71

Diese Tabelle enthalt Preise fur ganze Einheiten. Die Wer-
te in der Tabelle werden beginnend mit der groBten Zahl
sortiert bis man zum 13-ten Wert kommt. Der 13-te Wert
ist 714.29 in der Spalte B.

Jeder Anbieter erhalt so viele Filialen, wie er unter den er-
sten 13 Werten der Tabelle hat. Bei A sind 4, bei B sind
7 und bei C sind 2 Tabellenwerte groBer oder gleich der
13-ten Zahl (714.29).

Die Aufteilung nach D'HONDT ist
A: B :C ~4 :7:2



Waren an der letzten Stelle mehrere gleichgroBe Zahlen in
verschiedenen Spalten gestanden, hatte man eine beliebige
Spalte aussuchen konnen.



Analysis und Optimierung

von okonomischen Prozessen

e Funktionen

e Darstellung und Transformationen

e Differential

e Integral



Funktionen

Eine Funktion f(.) ist eine Zuordnung von Zahlen aus ei-
nem Bereich A C IR nach einem Bereich B C IR, wenn
jedem Element a € A genau ein Element b € B zugeordnet
wird. Die Zuordnungsvorschrift wird auf verschiedene Arten
angegeben:

Es sei A =[0,1]
f(x) = 2x2—3 oder y = 2x—3

oder auch r —2x—3

Die Zielmenge ist hier das Intervall B = [-3, —1].

Bei der Analyse von Funktionen ist der Graph ein wichtiges
Instrument. Fur die Zeichnung ist zumeist eine WERT E-
TABELLE notwendig.

Fur bestimmte Punkte aus dem Bereich A wird der Funk-
tionswert berechnet, etwa

r = 0.5 — 2x—3 = -2



Lineare Funktionen

Der Funktionstyp, der eine Gerade beschreibt ist die lineare
Funktion.

flx) = kxz + d
mit Konstanten k£ und d.

Das Steigungsverhaltnis einer Funktion an den Werten
r1,To Mit 1 < o

flz2) — f(z1) _ A f
A x

L2 — I1
heiBt DIFFERENZENQUOTIENT

Bei einer linearen Funktion ist der Differenzenquotient
kxo+d — (kx1+d) _ kE (xo — x1) _
rp — I rp — I1
gleich dem Anstieg k.

k




f(x)

Af

/ AX

Das Steigungsdreieck bei einer Geraden hat eine konstante
Proportion k = ﬁ—fg und daher konstante Winkel.

Beispiel Beispiele von linearen Funktionen sind etwa die
Kostenfunktion bei einer Produktionsmenge x

Cr) = Kz + F

dabei bezeichnet K die Stuckkosten und F' die Fixkosten.
Erlosfunktion

F(x) = px



dabei ist p der Stuckpreis

Ein Beispiel fur einen anderen Typ von Funktion sind etwa
die Durchschnittskosten

C@) _ 4 F

x x

C(x) =

Lineares Marktmodell

Ein Marktmodell besteht aus einer Angebotsfunktion und
einer Nachfragefunktion mit dem Preis des Produkts als

Argument

Angebotsfunktion:
S(p) = -8 + bp

mit b > 0. Bei welchem Preis ist kein Angebot mehr moglich?

S(p) = 0



Nachfragefunktion

D(p) = a —ap

Bei welchem Preis erlischt die Nachfrage

Dp) = 0 = a —awp

po — —
a

Bei welchem Preis entspricht das Angebot genau der Nach-
frage?
S(*) = D(p")

Dieser Preis p* heiBt Gleichgewichtspreis.



¥ a+ p
a + b

Das lineare Marktmodell ist nur ein prinzipielles Beispiel fur



ein Marktmodell, in der Realitat sind die beiden Funktionen
S und D nicht linear.

Stuckweise lineare Funktionen

Eine Funktion, die auf Intervallen I; jeweils linear ist (Gera-
de), heiBt stiickweise linear.

ax-+0b x € I
f(x) = cx—+d x € I



f(x)

/

Die Funktion kann SPRUNGSTELLEN haben. Der End-
punkt der einen Strecke fallt nicht mit dem Anfangspunkt
der nachsten Strecke zusammen.



f(x)

\J

Ein Wert x5 ist eine Sprungstelle, wenn der Grenzwert
von links und der Grenzwert von rechts unterschiedlich
ist
im f(z) = Ilim f(x)
r—Ts— +

T—Tg

Eine Funktion ohne Sprungstellen hat einen durchgehenden



Graphen.

Eine Funktion heiBt stetig, wenn bei jedem Punkt der
Grenzwert von links und der Grenzwert von rechts gleich
ist. Der Graph ist eine durchgehende Linie.

Eine Funktion die mindestens eine Sprungstelle hat, heil3t
unstetiqg.

Positiv-Tell

Die Funktion, die nur positive Werte zulalBt und abschnei-
det, wenn der Wert negativ wird ist der Positiv-Tell

. x x >0
Fur diese Funktion ist die Schreibweise:

f@) = (a)F



Die Funktion sei

f(z) = (log(z))™

Der Logarithmus ist zwischen O und 1 negativ, dann ist
(log(z))T = 0 fiir z €]0, 1].

1

log(x)

'




—

(log(x))* log(x)

1

X

Beispiel Optionsgeschaft

Zum jetzigen Zeitpunkt wird ein Fixpreis P fur ein AKti-
engeschaft zu einem spateren Zeitpunkt vereinbart. Zum
spateren Zeitpunkt (Verfallstag) ist diese Vereinbarung (Op-
tion) nur in manchen Fallen etwas Wert. Der Wert hangt

vom Preis x der Aktie zum Verfallstag ab.

CALL: Man kann die Aktie (zum vereinbarten Preis P) kau-
fen, wenn aber der Preis x unter P liegt, dann ist die Ver-



einbarung nichts wert. Nur wenn der Preis x uber P liegt,
dann ist der Gewinn x — P. Der Wert V(x) der Option ist

V(z) = (= — P)T

PUT: Man kann die Aktie (zum vereinbarten Preis P) ver-
kaufen. Wenn der Preis x uber P liegt, dann ist die Verein-
barung nichts wert. Der Wert V(z) der PUT-Option ist

V(z) = (P — z )7

Betragsfunktion

Der Absolutwert einer reellen Zahl ist eine stuckweise lineare
Funktion

fz) = |z| = 2t + (—2)T

Nicht-Lineare Funktionen



Polynomfunktion

f(x) = 2" an + "1 a1 + ... +x a1 + ag

Die hochste Potenz n (wobei der Koeffizient a, 7= 0) heiBt
Grad des Polynoms.

Beispiel Parabelfunktion : Grad n =2
fz) = 22° + =z — 1




Der Graph schneidet die x-Achse in 2 Punkten.
fz) =22° + 2 — 1 =0
-1 4+ V1+8 {—1

L]
L2

12 = 4 0.5

xo heilt NULLSTELLE, wenn

f(zg) = O

Polynome hoheren Grades kommen in der Investitionsrech-

nung vor, etwa Barwerte (als Funktion von v) oder End-
werte (als Funktion von q)

Spezielle Funktionen

Rationale Funktion ist ein Quotient aus 2 Polynomen, etwa
2x2 — 7
r+ 3

Q(x) =




Bei x = —3(Nullstelle des Nenners) ist diese Funktion nicht
definiert, die Funktion hat an dieser Stelle eine Singularitat.

Wurzelfunktion

flx) = o reQ
1

Fir r = 4,7 = %,... erhdlt man die Quadratwurzel, Kubik-
wurzel, etc.

Exponentialfunktion

f(x) = a” Basis a > 0
flx) = ¢
fl@) = AQ@ + r)*
fl@) = "

Logarithmusfunktion

f(x) = log(x) z >0



log(x)
log(A)

f(@) = loga(z) =

VERKETTUNG

Das Hintereinanderausfuhren von zwei Funktionen f und
g fuhrt zu einer Funktion, die die Verkettung oder Ver-
knupfung beschreibt

h = [f©g= flg=))

Die Funktion h beschreibt die Zuordnung, wobei zuerst die
(innere) Funktion g(x) berechnet wird und das Ergebnis als
Argument in die (auBere ) Funktion f(.) eingesetzt wird.

Beispiel
X

f(z) = 1T a2
Die Verkettung ist

g(z) = e

_ 9@ e
PO T @2 T 1he




Die Verkettung ist nicht vertauschbar

] © g # go f

g o f =) 2 g g
INVERSE FUNKTION

Gibt es eine Funktion, die die Abbildung von z auf f(x)
wieder ruckgangig macht?
Beispiel Die (lineare) Funktion f sei

flz) =2z — 1 =y

r — Y

Welche Abbildung fuhrt y wieder in x uber?



Man vertauscht in der Funktionsdefinition x und y:

Dann ist
oz + 1
Y= 2

Die Funktion g
y + 1

2
fuhrt wieder zum Ausgangswert x zuruck

_f@ +1 2z -1+ 1
g © f = > = 5 = z

g © f ergibt die Identitat.

g(y) =




Eine Funktion g, die durch die Verkettung mit f die Iden-
titat x — x ergibt, heiBt INVERSE von f.

9(f(z)) = =z = [f(g9(x)

Man schreibt fur die Inverse

g = f1

Nicht jede Funktion f besitzt eine Inverse f— 1. Insbeson-
ders muB f injektiv sein, also bei verschiedenen Argumenten
x1 £ xo auch die Funktionswerte f(x1) # f(xzo) verschie-
denen sein.

Die Graphen einer Funktion f(.) und ihrer Inversen g =
f~1 gehen durch Spiegelung an der Symmetrieachse y = =
hervor.



1.2
1.0 - f
0.8 —
0.6 —
0.4 —

0.2 —

0.0 T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Esgilt [f71]71 = f

flz) = € fHz) = log(x)

f) = a* f @) = logy(z)

f(x) = log(x) fli@) = €
Jede lineare Funktion f(x) = k x 4+ d ist invertierbar,

auBer fur £k = 0.



DIFFERENTIAL

Wie sich eine Funktion lokal verhalt, wie sich die Funktion
in der Nahe von xg verandert, mit man mit dem Differen-
zenquotienten.
f(®) — f(zo) _ Af
x — xQ - Axg
Dieser Differenzenquotient ist der Anstieg des Steigungs-
dreiecks. '




Die Funktion f und die Gerade g haben im Intervall [zq, x]
dasselbe durchschnittliche Wachstum.

Wenn das Intervall [zg,z] immer kleiner wird, dann nahert
sich die Gerade g der Tangente im Punkt xq.

f ist DIFFERENZIERBAR in xzg, wenn fur jede Folge
xn — xo der Grenzwert

im {@ = f(@o)

/
— T
A T % = =g f(zo)

existiert. f/'(zg) heiBt ABLEITUNG von f.
f'(zg) ist der Anstieg der Tangente in zg von f.




Linearisierung

In der Nahe von zg wird der Unterschied zwischen der Tan-
gente g und der Funktion f gering sein. Die Tangente g hat
die Gleichung

g(x) = f(zo) + f'(z0) (z — z0)



Das Ersetzten (oder lokal Annahern) der Funktion f durch
g heiBt Linearisierung
f(@) = f(zo) + f'(z0) (x — =)
In einer anderen Schreibweise liest sich das
flx) — f(zo) = f'(z0) (z — z0)
A f(z) = f'(z0) Az

DIFFERENTIAL

d f(z) f'(zo) d x

Ableitungsregeln

Ableitungen einiger wichtiger Funktionen:

flz) = P fl(x) = paP?

fl@) = C fi(z) =0



Additive Konstante fallen beim Differenzieren weg

f@) = e fle) = e
f@) = a® f'x) = 109(a) a”
f@) = logx) ) = -
f@) = l0gu(@)  [@) = oo

FUNKTIONSREGELN

[c f(@)]" = ¢ f'(2)

Multiplikative Konstante bleiben erhalten

[f(z) + ' = f(=)

Summenregel

[f(z) + g@)]) = fl(z) + ¢(x)



Produktregel
[f(x) . g(@)] = fl(x).g9(z) + f(x).g'(x)

Quotientenregel

[f(:c)]’ _ f'(@).g(x) — f(2).9'(z)
g(z) g2 (x)
Kettenregel

[f ® gI' = [f(g(x))] = f(g9(2)) . d'(2)
f ist die auBere Funktion, g ist die innere Funktion, der

zusatzliche Faktor in der Kettenregel wird als innere Ablei-
tung bezeichnet.

Beispiel

h(x) = \/ew + 22

Hier ist die duBere Funktion f(z) = vz = /2 und
die innere Funktion ist g(z) = ¥ + z°

fl@) = 5 at/?

N | —



Jd(z) = & 4+ 2«
Nach der Kettenregel ist

W) = lo@) V2 g = Sl + 2212 (e + 22)
L

Anwendungen des Differentials

Mit dem Differential kann man das Verhalten bzw. die Ge-
stalt von Funktionen analysieren.

MONOTONIE

Ist in einem Bereich die erste Ableitung positiv, f/(z) > 0,
dann ist f(.) in diesem Bereich monoton wachsend.

Ist /() < 0, dann ist f(.) in diesem Bereich monoton
fallend

Hohere Ableitungen



Wenn die erste Ableitung f/(z) wieder differenzierbar ist,
dann ist die Ableitung von f/(x) die zweite Ableitung " (z).
Allgemein bezeichnet (%) (z) die k-te Ableitung von f(z).

WOLBUNG

Eine Funktion f ist konvex, wenn jede Verbindungstrecke

von zwei Punkten auf dem Graphen oberhalb der Funktion
liegt.




Wenn die zweite Ableitung auf einem Bereich positiv ist,

f'(z) > 0

dann ist die Funktion in diesem Bereich konvex.

Eine Funktion f ist konkav, wenn jede Verbindungstrecke
von zwei Punkten auf dem Graphen unterhalb der Funktion
liegt.




Wenn die zweite Ableitung auf einem Bereich negativ ist,

f'(z) < 0O

dann ist die Funktion in diesem Bereich konkav

LOKALE EXTREMA

Die Funktion f erreicht im Punkt xg ein lokales Maximum,
wenn

f(z) < f(zo)

fur x < zg oder x > xg , also lokal um xg . f ist zuerst
steigend und dann fallend.

Wenn in einem Punkt xg

f'(xg) = O und f"(zg) < O

dann ist xg ein lokales Maximum




Die Funktion f erreicht im Punkt xg ein lokales Minimum:

Wenn in einem Punkt zg

f'(zg) = 0O und f'(zg) > 0O

dann ist xg ein lokales Minimum

f ist zuerst fallend und dann steigend.

Wenn die zweite Ableitung f”’(zg) = 0, dann wechselt die
Funktion die Wolbung. (Wendepunkt)
Beispiel Die Nachfragefunktion sei
D(pp) = 8 — 2p
daher ist die Erlosfunktion

E(p) = pD(p) = 8p — 2 p?



Bei welchem Preis ist der Erlos maximal?

E'(p) =8 —4p =0

p = 2
E'(p) = —4 < 0
Bei p = 2 wird ein Maximum erreicht. O

MESSUNG von VERANDERUNGEN

Mit dem Differential wird eine beliebige Funktion (lokal)
durch eine lineare Funktion (Gerade) angendhert. Eine li-
neare Funktion hat eine konstante Veranderungsrate (An-
stieg der Geraden).

fx) — f(zo) = f'(z0) (x — z0)



A f(x) = f'(z0) Az

Die Veranderung von f erhalt man als Produkt von der
Veranderung von z und der Ableitung f'(xg). f'(zg) ist
der Verstarkungsfaktor der Veranderung, die momentane
Veranderungsrate bei xq.

Beispiel Die Kostenfunktion C(x) sei bei der Produkti-
onsmenge x gegeben. Derzeitige Produktionsmenge sei xg.

Wie groB ist die Veranderung der absoluten Kosten, wenn
ein Stuck mehr produziert wird?

C(zog+1) — C(zg) ~ C'(z0) (xo+1 — zg) = C'(zp)

Grenzkosten: C'(xg) steht fur die Mehrkosten [ marginale
Stiuickkosten ], die durch eine zusatzlich produzierte Einheit
verursacht werden. O



Relative Anderungsrate

Relative Anderung der Funktion f(.) bei zq ist

f@) = f(xo) _ [f'(=o) (& — z0)
f(zo) f(zo)
Die relative Veranderung von f erhalt man als Produkt von
der absoluten Veranderung von x und

f'(x0)
f(zo)

Die relative Anderungsrate einer Funktion f(.) beim
Wert zq ist

f'(z0)

f(zo)

Die relative Anderungsrate ist die erste Ableitung von

log(f(x))



Es gilt allgemein

I i /(1
[log(f(z))]" = ) f(x)

Beispiel Die Kostenfunktion sei

C(z) = 100 z + 10000
Die relative Anderungsrate ist

C'(z) 100

C(z) 100 z + 10000

Die derzeitige Produktionsmenge sei xg = 200. Eine ErhOhung
um 5 Einheiten ergibt eine relative Veranderung von

C'(200)
C'(200)
Die Kosten der Produktion steigen also um 1.66% O

5 = 0.0166

ELASTIZITAT

Welche relative Anderung ergibt sich fur f(.), wenn man die
relative Anderung von zg kennt?



Die Linearisierung der Funktion f gibt wieder eine Appro-
xXimation

f(z) — f(z0) ~ f'(wg) (x — x0) _ f'(=o) T = 20
f(z0) f(z0) flzo) 0 o

Die relative Anderung von zg ist

T — X0

e
Der Faktor, der die relative Anderung von zg in die relative
Anderung von f Uberfiihrt heiBt ELASTIZITAT.

Die ELASTIZITAT von f(.) bei zqg ist durch

_ f(z0) ,
e(zg) = Flzg) O

definiert.

Fur die relative Veranderung einer Funktion gilt
Anderung von f = ELASTIZITAT x Anderung von x




Beispiel Preiselastizitat der Nachfrage
Die Nachfragefunktion D(p) hat als Elastizitat

D'(p) .
D(p)
Die Nachfragefunktion sei linear

e(p) =

D(p) = 2500 — 41 p

Dann ist die Preiselastizitat

() D'(p) 41 p
€ = = —
P D(p) ¥ 2500 — 41 p
Bei einem Preis von pg = 15 ist
e(15) = —-0.326

Steigt der Preis um 10%, dann ist

e(15) . 0.1 = —0.0326
Die Nachfrage sinkt also um 3.26% .

[

Die Preiselastizitat der Nachfrage ist ublicherweise negativ.



Man unterscheidet die Preiselastizitat nach dem Betrag.

Wenn der Betrag der Preiselastizitat groBer als 1 ist,

e(p)| > 1
dann heiBt die Nachfrage ELASTISCH
wenn

e(p)] < 1

heiBt die Nachfrage UNELASTISCH

Die Begrundung fur diese Unterscheidung liegt im Monoto-
nieverhalten der Erlosfunktion E(p) = D(p).p

Wenn die Nachfrage elastisch ist, gilt:
E'(p) = D(p) + D'(p).p = D()(1 — |e(p)|)
Da hier
1 — le(p)] < O



ist
E'(p) < O

Bei elastischer Nachfrage sinkt der Erlos, wenn der Preis
steigt

Bei unelastischer Nachfrage steigt der Erlos, wenn der
Preis steigt

INTEGRALRECHNUNG

Stammfunktionen

Zu einer Funktion f(xz) soll eine Funktion F'(x) gefunden
werden, sodal’

F'(z) = f(z)



F(z) heiBt STAMMFUNKTION von f(.).

Wenn F'(x) eine Stammfunktion von f(.) ist, dann ist auch

F(x) + C

mit einer beliebigen Konstanten C (Integrationskonstanten)

eine Stammfunktion.

Beispiel Es sei

2 z3
f(z) = = F(z) = 3
F ist eine Stammfunktion aber auch etwa
3
X
F = — — 2
(x) = =

Einige bereits bekannte Stammfunktionen sind

f(z) = A A ist eine Konstante F(z) =

Ax + C



f(x) = € F(x) = e+ C
f@) = - F() = log(x) + C

f(x) = log(x) F(r) = z log(z) — =z + C

Man bezeichnet die Stammfunktion auch als unbestimm-
tes Integral mit der Schreibweise

F(x) = /f(x) de + C

Das Integral ist additiv:

Das Integral einer Summe von Funktionen ist die Summe
der einzelnen Stammfunktionen

[ @ + 9@l dz = [f@) de + [g() do + C




Berechnungstechniken

Fur viele Funktionen wird die Stammfunktion als Umkeh-
rung der Ableitung zu ermitteln sein. Etwa fur Potenzfunk-
tionen gilt

f(x) = 2P mit p #= -1
Dann ist das unbestimmte Integral
p+1
[1@) de = 2
p+1

(Die Integrationskonstante wird in der Folge nicht angefiihrt.)

/exda; = ¢*

Da multiplikative Konstante bei der Differentiation erhalten
bleiben, bleiben multiplikative Konstante K auch bei der
Integration erhalten.

/Kf(a:)da: = K F(x) = K/f(a:)dm



Besondere Integrale lassen sich allgemein auf die Stamm-
funktion zuruckfuhren:

Wenn der Integrand der Quotient aus der Ableitung
von f und der Funktion f ist, dann ist das Integral der
Logarithmus von f

()
f(@)

dr = log(|f(z)|)

Beispiel Das Integral
2(x — 2)
(z —2)2
hier entspricht der Zahler der Ableitung des Nenners, der
ist f(z) = (z—2)2

dr = log((z — 2)?)

Betrachtet man das Integral

1
/ dx
2x + 3




so laBt sich durch das Erganzen mit einer Konstanten 2 der
Zahler als Ableitung des Nenners schreiben

1 1 2
/ dazz—/ dx
2x + 3 2 2x + 3

1
= 5Iog(|2 r + 3|)

Wenn der Integrand das Produkt aus der Ableitung von
f und der Funktion f ist, dann ist das Integral

f2 ()
2

| £@ f) do =

Beispiel

/ log(x)

T

1
de = / — log(x) dx

X
Hier ist f(z) = log(z) und die Ableitung f’(z) =1, daher

/ log(x)  _ log(x)?
T 2




[

Fur verkettete Funktionen wird die SUBSTITUTIONS-Methode
angewendet:

Wenn H die Stammfunktion der Funktion A ist dann ist

| g@)).g (@) dz = H(g(2))

Das Argument von h wird durch die innere Funktion g(.)
substituiert

Beispiel
/ (z° —3)" 2z dx

Die duBere Funktion ist hier h(z) = 2’ und die innere Funk-
tion ist

g(z) = z° — 3



mit der Ableitung ¢'(z) = 2z. Die Stammfunktion von
h(x) ist
8
xr
H = —
(2) = %

Daher gilt

(z* - 3)°
3

/ (z° —3) 22 dz =
[]

Fur das Produkt von Funktionen kann die Produktregel des
Differentials eingesetzt werden.

Partielle Integration

F(.) sei die Stammfunktion von f(.) und G(.) sei die Stamm-
funktion von g(.).



Die partielle Integration ist

/ () ole) i = Ple)ils) — / S Cle) A

Beispiel

/ log(z) de = / log(xz) . 1 dx

Mit

F(z) = log(z) g(z) =

sind die Ableitung bzw. das Integral
1

fa) = - G(z) =

Nach der partiellen Integration ist

/ log(x) de = zlog(z) — /

/—:L'da: /1daz=

Da

1
—.x dx
T

T




/ log(x) de = log(x).x — =

Differentialgleichungen

Die Bestimmung einer Funktion aus einer Beziehung (Glei-
chung) der Funktion zu ihren Ableitungen bezeichnet man
als Losung einer Differentialgleichung.

Die (empirische) Feststellung der Preiselastizitat ist oft leich-
ter moglich als die direkte Bestimmung der Nachfragefunk-
tion.

Wie lautet die Nachfragefunktion D(p), wenn die Preisela-
stizitat e(p) gegeben ist?

Die Beziehung zwischen Preiselastizitat und der Nachfrage-
funktion D(p) ist (fir p # 0)
D'(p)
D(p)

p = e(p)



D'(p) _ e(p)

D(p)  p
Die linke Seite entspricht der Ableitung von log(D(p))
0g(D(p)) = P

Durch Integration auf beiden Seiten der Gleichung erhalt
man

0a(0@) = [P ap + ¢
H(p) sei die Stammfunktion
Hp) = | E(]f) dp

dann ergibt sich fiir die Nachfragefunktion D(p)
D(p) = eH(pH—C

Welche Nachfragefunktion D(p) entspricht einer konstanten
Preiselastizitat?

e(p) = K



Die Stammfunktion H(p) ist dann
H(p) = /—dp = K/ dp

Da f% dp = log(p)

H(p) = K log(p)

und
D(p) = HFC = pi O

ist die Nachfragefunktion zu einer konstanten Preiselasti-
zitat.

Bei Differentialgleichungen ist die Integrationskonstante fur
die Losungsfunktion wesentlich.

Integral als Flache

Das Integral hat eine Anwendung als Flacheninhalt einer
Funktion f(.) in einem Intervall [a, b]



f(x)

o |- --

F'(.) sei eine Stammfunktion von f(.)

Dann ist der Flacheninhalt A unter der Funktion

A = F() — F(a)



Der Flacheninhalt A wird in der Schreibweise

f(x) dx

/

als bestimmtes Integral bezeichnet.

A =

Das bestimmte Integral ist der Grenzwert von Summen von

"kleinen”

Rechtecken




Wenn die Intervallbreite Ax gegen 0 konvergiert, wird die
Summe aller Rechtecksflachen gegen die Flache unter der
Funktion konvergieren.

Zwischen dem Flacheninhalt und der Stammfunktion be-
steht ein wesentlicher Zusammenhang.

Hauptsatz der Analysis
f sei eine integrierbare Funktion auf dem Intervall [a, b]
Die Funktion

Fz) = / £(t) dt

ist in jedem Stetigkeitspunkt a < x < b von f eine
Stammfunktion von f

Fl(z) = f(x)

Nicht fur jede Funktion f kann man die Stammfunktion in



geschlossener Form (also als Formel mit bekannten Funk-
tionen) angeben, etwa flr
2
f@) = "
(Error-Function) kann keine geschlossene Form gefunden
werden.

Mit dem Integral a3t sich ein allgemeiner Durchschnittsbe-
griff erklaren.

Beispiel Die Funktion B(t) beschreibt den Lagerbestand
zum Zeitpunkt ¢, es sei

B(t) = 100 025 0<t<1

Der Durchschnittswert B ist eine Konstante, sodaB der Be-
reich von f Uber B und der Bereich von f unter B gleich
groB3 sind.



Durchschnittswert:

1 b
Bz—/B(t)dt
a

a

Hier ist die Stammfunktion von B(t)

100
/ B(z) dz = 60.25:8
0.25




Daher gilt a=0und b=1
. 1
B = _- /100 025t g,
1—-0 2

1
1
00 o5t _ 113.6

0.25 0

Der Durchschnittswert des Lagerbestands betragt
B = 113.6.






